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1. Indledning

Disse noter henvender sig til elever og lærere, der arbejder med tværfaglige projekter i fagene musik, matematik og fysik. Noterne er skrevet ud fra et matematisk synspunkt, men behandler også mange såvel fysiske som musikalske detaljer. Det faglige niveau er matematik på A-niveau og musik og fysik på mindst B-niveau.

Noterne er dels en gennemgang af udvalgte sammenhænge mellem de tre fag, og dels oplæg til opgaveløsning undervejs. Eleverne skal således fylde en del teoretiske huller ud selv. Noterne lider af i hvert fald to afgørende mangler: a) De manglende konkrete litteraturhenvisninger ville ikke kunne stå for en kritisk censors blik ved f.eks. en SRP-opgave. b) Indholdet er ikke koordineret i detaljer med de faglige projektoplæg i musik og fysik, men der henvises enkelte steder til stof, som jeg regner med vil blive taget op i disse fag. Begge dele skyldes manglende tid, og vil muligvis blive udbedret ved en senere lejlighed. 

Hvis en elev vælger at benytte stof fra disse noter til f.eks. en SRP-opgave, så må vedkommende selv bringe orden i noteapparatet.

Noterne omhandler stort set kun akustiske musikinstrumenter. Det ville naturligvis være nærliggende at behandle elektroniske instrumenter i forlængelse af afsnittet om Fourier-analyse, men også dette må evt. komme på et senere tidspunkt, når tiden tillader det. Afsnittet om Fourier-analyse forudsætter kendskab til integralregning, og vil derfor nok kun være af interesse for enkelte elever i midten af 2.g, hvor vi traditionelt afvikler dette projekt på SAG.





Mogens Thorborg, SAG november 2008

2. Bølger

Vandbølger

De fleste mennesker vil nok umiddelbart komme til at tænke på bølger på havet, når de hører ordet bølge. Lad os derfor lige få fænomenet ”Bølger i vand” på plads først, og se om det har noget at gøre med de lydbølger, der er et af hovedemnerne i disse noter.

Vi vil ikke her komme ind på mulige årsager til vandbølgers opståen, men blot fastslå, at en bølge i vand foregår ved, at hvert enkelt vandmolekyle foretager cirkulære bevægelser. På figuren nedenfor er dette vandmolekyle G, der cirkulerer rundt om det stationære punkt F.

Simuleringen af bølgebevægelsen sker med GeoMeter-programmet ”vandboelge.gsp”, der hentes i AT-mappen. Start med at åbne et GeoMeter-vindue, og åbn så programmet derfra. Simuleringen sker ved at højreklikke på vinkel-parameteren, og så animere den.
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Bemærk at den røde badebold ligesom vandmolekylet bevæger sig cirkulært rundt og bliver på samme sted. Kun hvis der er vind eller understrøm, vil badebolden flytte sig.

Bølgen ovenfor kan umiddelbart godt ligne en sinus-bølge, men det er det faktisk ikke nødvendigvis. Ved at rykke det flytbare punkt Q hen mod P kan vi simulere en ny bølge, der i hvert fald ikke er sinusformet.
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Stående bølger
I forbindelse med såvel svingende strenge som svingende luftsøjler i åbne rør opstår der såkaldte ”Stående bølger”. Det er lettest at forstå i forbindelse med den svingende streng, hvor disse bølger er ganske håndgribelige. Strengen svinger som vist på figurerne nedenfor. For at lave denne simulation, skal du ligesom før åbne et GeoMeter-vindue, og dernæst åbne programmet ”staaendeboelge.gsp”. Simulationen startes ved at animere tidsparameteren ved højreklik og start animation. Partialtonen øges ved venstreklik og +/- tasterne.
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I fysikundervisningen regnes der på hvilken betydning strengens længde, spænding og tykkelse har for frekvensen. De tilsvarende beregninger gennemfører vi her i næste kapitel for svingende luftsøjler i åbne rør (messingblæsere), og for forståelsens skyld er det en god idé, at sammenligne forholdene for den svingende streng med de svingende luftsøjler.

Vi vil ikke gå i detaljer med de fysiske forhold ved svingende luftsøjler , men blot anføre at sammenhængen mellem længden L cm af røret, frekvensen f i Hz af 1.partialtone og lydhastigheden v i cm/s er følgende:
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Hvor den sidste beregning gælder for den trombone, som vi ser på i næste kapitel. Rørlængden er 312 cm, stuetemperaturen er 20 grader og lydhastigheden er 331,5 m/s ved 0 grader.

Når vi kan høre lyden af et musikinstrument, hænger det sammen med, at f.eks. en svingende streng har sat luftmolekylerne i svingninger, og disse svingninger påvirker så trommehinden i vores ører.

En meget illustrativ måde at forstå dette på, er at se på forholdende ved en stemmegaffel, når den sættes i svingninger:

[image: image8.wmf]
Nedenfor ses nogle illustrationer af sådanne lydbølger. Molekylernes afstand til ligevægtspositionen som funktion af tiden kan beskrives med en sinusfunktion. Det svarer derfor til, at vi lader et punkt bevæge sig på en cirkel med konstant hastighed, og punktets projektion på y-aksen udfører så den samme bevægelse som luftmolekylerne.

GeoMeter-programmet ”lydanimation.gsp” illustrerer molekylernes bevægelse, og nedenfor ses 4 frosne gengivelser af animationen.
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Opgave 1. Gør rede for, hvad der er fælles/forskelligt for svingningerne ovenfor to og to i henholdsvis vandret og lodret retning. Hvad er den musikalske betydning af disse sammenhænge ?

3. Naturtonerækken/Overtonerækken

Når hornene og fagotterne spiller det dramatiske og smukke  indledningsmotiv i Peter Iljitsch Tschaikowskys 4. symfoni i f-moll op.36, så hører vi fra starten en rytmisk figur på tonen As. En enstemmig (unison) melodi på denne ene tone. 
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Men vi kan samtidig tydeligt skelne hornklangen og måske knapt så tydeligt fagotklangen. Hvordan kan det nu være, for et As er vel et As ? Nej, - så enkelt er det faktisk ikke, for når en af hornisterne og en af fagottisterne spiller det As, der står noteret i deres noder, så spiller de faktisk samtidig yderligere en lang række af toner, nemlig de såkaldte overtoner til den spillede tone. Hvad det er for nogle toner, vender vi tilbage til om lidt, men en af de afgørende faktorer for at vi kan høre forskel på hornet og fagotten er den, at styrken af de enkelte overtoner er forskellig fra instrument til instrument. På et hvilket som helst akustisk instrument kan det faktisk ikke lade sig gøre, at spille en tone uden at få en masse overtoner med, og sammensætningen og styrken af overtonerne (overtonespektret), er præcis det, der giver det pågældende instrument sin karakteristiske klang.

Overtonerne eller naturtonerne opstår rent fysisk (naturligt, - deraf navnet) i forbindelse med såvel svingende strenge som svingende luftsøjler, og rækken af disse naturtoner kan man således komme frem til på flere måder. Her har vi valgt at se på det simpleste af alle blæseinstrumenter, - nemlig trombonen (trækbasun eller bare basun på dansk). Den består dybest set af et metalrør, men der er dog lige et par detaljer, der sikrer kvaliteten af lyden.

Basunisten laver lyden med sine læber, og en forudsætning for at der kommer en musikalsk lyd ud af instrumentet er den, at den af læberne frembragte tone får resonans i den givne rørlængde.


[image: image14.jpg]



Steen Hansen (DR Big Band m.v.)

Basunisten på billedet holder trækket i 2.position. Der er i alt 7 grundpositioner, hvor 1.position er helt inde og 7.position er helt ude. Nedenfor ses en folde-ud-basun, og her har vi også valgt at se på rørlængden for trækket i 2.position, fordi det giver os nogle pæne tal, når vi skal regne på frekvenserne.

Beregningen i GeoMeter viser hele rørlængden fra mundstykke til schallstykke.
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Vi går nu ind på denne hjemmesideadresse:   http://www.walter-fendt.de/ph14d/stlwellen.htm og finder en Java-Applet. Inde i metalrøret opstår der en stående longitudinalbølge, og det er illustreret, hvordan luftmolekylerne svinger. Hvis vi sætter længden af røret til 3,12m får vi den laveste frekvens (55Hz), som får resonans i basunens 2.position. Denne tone er et meget dybt a.
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Vi beder nu om den næste tone, der giver resonans med den givne rørløngde ved at trykke på ”Höher” (Højere).
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Vi beder nu endnu en gang om en højere tone, og får den næste der giver resonans.
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Du fortsætter nu så langt op med tonehøjden, som du kan på Walther Fendts hjemmeside. Det skulle give dig følgende skema.

	Naturtone
	Antal
	Frekvens
	Forhold
	Tone
	Musikalsk

	nr.
	bølger
	
	
	
	interval

	1
	½
	55
	
	a1
	

	2
	1
	110
	2:1
	a2
	Oktav

	3
	1½
	165
	3:2
	e1
	Kvint

	4
	2
	220
	4:3
	a3
	Kvart

	5
	2½
	275
	5:4
	cis
	Stor terts

	6
	3
	330
	6:5
	e2
	Lille terts


Opgave 2.Hvor mange og hvilke oktavspring er der i skemaet ?____________________________

                 Er frekvensforholdet 2:1 i alle tilfælde ?

                 Hvor mange og hvilke kvintspring er der i skemaet ? ____________________________        

                 Er frekvensforholdet 3:2 i alle tilfælde ?

Opsummering af resultater fra de to forgående kapitler:
Hver gang vi går et nummer op i partialtonerækken, kommer der yderligere en halv bølge til, hvad enten det drejer sig om en svingende streng eller en svingende luftsøjle i et åbent rør. Frekvenserne svarende til partialtonerne stiger dermed lineært som funktion af partialtonens nummer.
I modsætning til dette er forholdet mellem frekvenserne til toner, der har samme indbyrdes musikalske interval konstant. Oktaven svarer til frekvensforholdet 2:1, kvinten svarer til frekvensforholdet 1,5:1 osv. .Der svarer med andre ord en bestemt fremskrivningsfaktor til ethvert musikalsk interval, og der gælder tilsyneladende følgende: Tonernes frekvenser som funktion af deres nummer på en lineær skala vokser eksponentielt. At skalaen er lineær betyder, at der f.eks. er samme afstand mellem oktaverne, kvinterne, osv.

4.Ren stemning og tempereret stemning.

Nedenfor ses kvintcirklen, der som bekendt bl.a. viser de forskellige  b-tonearter ved at bevæge sig mod venstre og  #-tonearterne ved at bevæge sig mod højre. Yderst dur-tonearterne og inderst de tilsvarende mol-tonearter. Bemærk at  B er det, vi normalt efter dansk sædvane kalder H.

Opgave 3:   Skriv antallet af henholdsvis b-er og #-er ud for hver toneart.

[image: image19.png]



Opgave 4:  Nedenfor ses et almindeligt klaviatur.

Bevæg dig nu på klaviaturet mod venstre i kvinter (som i kvintcirklen) fra ”nøglehuls-c’et” gennem alle b-tonearterne og marker grundtonen med navn i hver toneart på klaviaturet. Gør det samme  ved at gå mod højre gennem alle #-tonearterne, hvor du ligeledes markerer navnet på grundtonerne i de passerede tonearter. 



I begge tilfælde er sluttonen et:__________
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Fra den dybeste sluttone ovenfor til den højeste er der:   ______(x)_ kvinter og ______(y)_ oktaver.

Frekvensforholdet (fremskrivningsfaktoren) for en kvint er:   ________(a)_


Frekvensforholdet (fremskrivningsfaktoren) for en oktav er: ________(b)_

Hvis både kvinter og oktaver skal være akustisk rene, bør der således gælde:   
[image: image21.wmf]y
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Udregn de to størrelser og kommenter resultatet.

(Slut på Opgave 4)
Konklusionen på opgave 4 er således, at det ikke lader sig gøre, at gøre både kvinter og oktaver akustisk rene i alle tonearter. Hvis man således vil kunne spille nogenlunde rent i alle tonearter, må man indgå en eller anden form for kompromis. I begyndelsen af det 18. århundrede opfandt man så den ligesvævende eller tempererede stemning. Princippet er følgende:


Oktaverne gøres akustisk rene, dvs. med frekvensforhold 2:1.


Alle de 12 halvtonetrin indenfor en oktav gøres lige store, dvs. samme frekvensforhold
Opgave 5.
Hvad bliver frekvensforholdet (fremskrivningsfaktoren) pr. halvtonetrin?   a =__________(6 dec.)

Hvor mange procent stiger frekvensen pr. halvtonetrin?  _______________

(Slut på opgave 5.)

Vi skal nu arbejde videre med skemaet nederst side 7, hvor vi gik ud fra trombonens naturtonerække i 2.position af trækket. Grunden til at vi valgte netop dette udgangspunkt var, at vi undervejs rammer kammertonen a på 440Hz, og at vi får nogle utroligt pæne og overskuelige frekvenser for partialtonerne. (naturtonerne/overtonerne, - kært barn har mange navne!)

Opgave 6.  Nedenfor ses et skema over naturtonerne/overtonerne i tonearten a-dur ud fra grundtonen 55 Hz. Marker denne tone på klaviaturet på forgående side.

Udfyld alle de tomme felter i det markerede område, hvor du bl.a. skal benytte den fremskrivningsfaktor, der svarer til ½-tonetrinene, som du beregnede i opgave 5. 

Bemærk, at vi i dette skema i modsætning til det på side 7 beregner frekvensforholdende i forhold til den nærmest forgående grundtone i A-dur.

Naturtonerækken i A-dur ud fra a1 = 55Hz

	Tonens 
	Navn
	Talforhold
	Frekvens
	Antal
	Frekvens i
	Den rene stemnings

	nummer
	 
	ud fra
	i ren
	½-tone
	tempereret
	afvigelse i procent

	 
	 
	grundtone
	stemning
	trin 
	stemning
	fra den tempererede

	 
	 
	 
	 
	fra gr.t.
	(2 decimaler)
	(+/-)

	1
	a1
	Gr.tone 1
	55
	 
	55.00
	0.00

	2
	a2
	Gr.tone 2(2:1)
	110
	12
	110.00
	0.00

	3
	e2
	3:2
	165
	7
	164.81
	0.11

	4
	a3
	Gr.tone 3(4:2)
	220
	 
	 
	 

	5
	c#3
	5:4
	275
	 
	 
	 

	6
	e3
	6:4
	330
	 
	 
	 

	7
	g3
	____________
	 
	 
	 
	 

	8
	a4
	Gr.tone4(8:4)
	440
	12
	440.00
	0.00

	9
	h4
	____________
	 
	 
	 
	 

	10
	c#4
	10:8
	550
	4
	554.37
	-0.79

	11
	d4
	____________
	 
	 
	 
	 

	12
	e4
	____________
	 
	 
	 
	 

	13
	f#4
	​​​____________
	 
	 
	 
	 

	14
	g4
	____________
	 
	 
	 
	 

	15
	g#4
	____________
	 
	 
	 
	 

	16
	a5
	Gr.tone5 (16:8)
	 880
	 12
	 880
	 0.00


Som det fremgår er nogle af afvigelserne ganske store, og disse toner er dermed ret falske. Sæt en parentes om disse toner i søjlen med tonernes navne. (Vi skal bruge dem senere !!)

Find frekvensforholdende for følgende to intervaller: (akustisk rene)

Fra 10. til 11. naturtone:_____________  Fra 11. til 12. naturtone:______________

Hvor store er disse intervaller (ca.) udtrykt som en brøkdel af en hel tone (en sekund) ?__________

Opgave 7.  Vi vil nu gerne lave en tempereret C-dur skala fra nøglehuls-C’et og opefter, hvor kammertonen a skal være på 440 Hz. Udfyld de tomme felter i nedenstående skema, hvor du igen skal bruge alle 6 decimaler i fremskrivningsfaktoren for halvtonespringet og angive resultaterne med 2 decimaler.

	Tone
	c
	d
	e
	f
	g
	a
	h
	c

	Frekvens
	
	293.66
	
	
	
	440.00
	
	


Kontroller at forholdet mellem de to c’er er 2:1 og kontroller de toner, hvor der er sammenfald med skemaet i opgave 6.

Opgave 8.  I arabisk musik arbejdes der ofte med andre typer af skalaer end de diatoniske skalaer, som vi kender fra Vest-Europæisk musik.

På denne adresse www.maqamworld.com finder vi et eksempel på en sådan skala.
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Som det fremgår indeholder skalaen med navnet ”Maqam nairuz” bl.a ¾-tonespring, og læg i denne sammenhæng mærke til det særlige fortegn  ”overstreget  b” :  b , der sænker tonen ¼ tone.

Beregn nu frekvenserne for denne skala ud fra grundtonen c, hvor du benytter den frekvens du beregnede i opgave 7.

	Tonenr
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Frekvens
	
	
	
	
	
	
	
	


5. Messingblæsere i historisk perspektiv.

Trombonen, som vi brugte som eksempel i kapitel 3, er den af messingblæseinstrumenterne, der historisk set først fandt sin form. Allerede fra i hvert fald det 14.århundrede kendes den under navnet sackbut  i en udformning, der i princippet er identisk med dens nuværende form. På dette instrument kunne man spille kromatiske skalaer, således at man altså ikke var henvist til naturtonerne. I renæssance-musik blev den således flittigt brugt.

Med trompeter og horn (valdhorn (da.), waldhorn (ty.), french horn (eng.), corno (it.)) lå det betydeligt tungere. Helt frem til midten af 1800-tallet fandtes disse instrumenter stort set kun som naturtrompeter eller naturhorn. Det betød at komponisterne nøje måtte vide, hvad disse instrumenter kunne spille/ikke spille. Som vi har set i de forgående kapitler ligger naturtonerne hovedsageligt på tonearternes grundtoner og treklange, og som konsekvens af dette måtte  de pågældende musikere have et instrument til hver toneart. For tonearter, hvis grundtoner lå i nærheden af hinanden (D-dur Eb-dur, F-dur, G-dur), kunne det dog klares ved udskiftelige bøjler (se figuren næste side).

Trompetisterne og hornisterne skulle således altid orientere sig i den pågældende toneart ud fra grundtone og treklange, og derfor var deres stemmer altid noteret i C-dur.

Der udviklede sig dog blandt de dygtigste af musikerne en stoppe-teknik, hvor musikeren kunne manipulere tonen lidt op eller ned i forhold til den naturtone, der var udgangspunktet. Disse manipulerede toner har dog ikke samme tonekvalitet, som de naturtoner, der klinger åbent og frit ud af instrumentet, så derfor lyder det for et moderne øre ret mystisk ind imellem. I visse passager kan det give en særlig dramatisk effekt, når visse toner skratter mere end andre.
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For datidens komponister, for datidens hornister og for os, der gerne vil sætte os ind i vilkårene for en hornist, der på Mozarts og Beethovens tid skulle spille med i en af deres symfonier, er det derfor uomgængelig vigtigt at have styr på naturtonerækken i C-dur. Det er selvfølgelig den samme række, som vi tidligere har fundet, men nu transponeret til C-dur.
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Opgave 9.   Sammenlign rækken med den I undersøgte i opgave 6, og undersøg, om det er de samme numre, som I udpegede som falske (unrein).

Opgave 10.  Vi skal nu gennemgå det store sted for 3 valdhorn i Beethovens 3. symfoni (”Eroica”)

Gennemgå de 3 hornstemmer (Cor. 1,2 og 3) i Triodelen i 3.sats af denne symfoni (Bilag 1) og besvar følgende spørgsmål:

Hvilken toneart er hornene stemt i ?_________

Hvilke af de 16 naturtoner benyttes(numre) ?____________________________________________

Hvilke af de 16 naturtoner benyttes ikke (numre) ?_______

Hvilke toner ud over naturtonerne benyttes, og hvor langt ligger de fra nærmeste naturtone ?

Slut på opgave 10.                                                                                                                            .   

Blandt datidens hornister fandtes der selvfølgelig nogle virtuoser, der var særligt skrappe til at anvende den omtalte stoppeteknik. En sådan ved navn Punto traf Beethoven på omkring 1800, og netop dette år komponerede han så en sonate for Horn i F og klaver til denne Punto. De to opførte den sammen dette år med bragende succes. 

Opgave 11. Gennemgå solostemmen til første sats af Beethovens hornsonate (bilag 2), og sæt mærke ved de toner, der ikke er naturtoner.

Udpeg den del af sonaten, hvor koncentrationen af ”ikke-naturtoner” er særlig høj. Hvilken rolle spiller denne del i sonaten, og gør rede for sammenhængen mellem denne rolle og de mange ”ikke-naturtoner”.

Slut på opgave 11.                                                                                                                     .
Kort før år 1800 havde en opfinder Anton Weidinger opfundet en såkaldt klaptrompet. Idéen lå jo sådan set lige for: Når fløjter, oboer, klarinetter og fagotter fungerede fint med klapper, hvorfor så ikke også trompeter ?
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Ovenfor ses en sådan klaptrompet, som den kan købes den dag i dag. Ligesom ved naturhornet medfølger der udskiftelige bøjler til forskellige tonearter.

Denne konstruktion vandt aldrig den helt store udbredelse, og det hænger sammen med, at messinginstrumenternes lyd er helt afhængig af, at den kommer ud gennem tragten (schallstykket) yderst på instrumentet. Når man åbner en klap midt på instrumentet, så stopper den svingende luftsøjle, der betinger tonen, ved den åbnede klap. Den får derfor en helt anden og fladere klang end de toner, der kommer ud af trompetens tragt. Derfor vil musikalske linier, der spilles på klaptrompet således lide af samme svaghed, som hvis de spilles med stoppeteknik på et naturhorn: Tonerne får helt forskellig klangkvalitet, og det vil som hovedregel forstyrre opfattelsen af en smukt sammenhængende musikalsk linie.

Joseph Haydn blev forholdsvis sent i sin karriere præsenteret for denne nye opfindelse, og i begejstring og for at udforske og udfordre instrumentets muligheder skrev han i 1796 sin trompetkoncert i Es-dur. Det er et ganske virtuost nummer, hvor han uden skelen til naturtonerækken bare har skrevet, hvad han forestillede sig ville lyde flot på en trompet, der kan spille kromatisk.
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Ovenfor ses så et moderne valdhorn med de 3 drejeventiler, der sikrer, at man kan spille kromatisk på instrumentet. Læg mærke til på billedet af hornisten, at ventilerne betjenes med venstre hånd, og at han holder sin højre hånd delvist inde i tragten. Begge dele spores direkte tilbage til den tid, hvor visse toner blev stoppet med højre hånd, og venstre hånd kun tjente til at holde hornet op til læberne.

Trompeterne og hornene blev op mod midten af 1800-tallet forsynet med ventiler. Der findes i det væsentlige to typer af ventiler, - nemlig drejeventiler, som på det viste valdhorn, og pumpeventiler, som på de fleste trompeter. Fælles for dem er dog, at de i nedtrykket tilstand forlænger det rør, der skal give resonans til den lyd, som musikeren danner med spændingen af sine læber og sin luftstrøm. Konstruktionen af trompeter og horn med ventiler udvikler sig stadig frem mod renere og renere instrumenter, men naturtonerækken er jo ikke sat helt ud af spillet, og derfor er der stadig behov for, at musikeren intonerer lidt op eller ned på visse toner, for at stemme med de øvrige instrumenter, der spiller i tempereret stemning. Dette kan gøres enten med læberne, med en særlig bevægelig stemmebøjle, der især findes på trompeter, eller med højre hånd for hornisternes vedkommende. På trombonen, som vi tidligere udnævnte til det simpleste af alle blæseinstrumenter, er det jo særlig let: Her flyttes trækket blot en anelse ind eller ud for at justere for lave eller for høje toner.

Vi omtalte tidligere, at Haydn i begejstring over fremkomsten af klaptrompeten skrev sin trompetkoncert. På tilsvarende måde blev Robert Schumann i midten af 1800-tallet så begejstret over fremkomsten af horn med ventiler, at han i 1849 skrev et koncertstykke, som han kaldte det, for fire horn og orkester. Her brugte han ligesom Haydn bare sin fantasi, og han havde tilsyneladende også følgende opfattelse: Fra nu af kan hornene spille en hvilken som helst tone fra den dybeste til den højeste i et hvilket som helst tempo og i hvilken som helst rækkefølge.

Det kom der et utroligt virtuost, smukt og imponerende værk ud af. Desværre er det så vanskeligt at spille, at det stort set aldrig opføres ved koncerter, for det er ikke til at forestille sig, at fire hornister kommer igennem værket uden på skift at ramme lidt ved siden af hist og her. På plade er det selvfølgelig en anden sag, for her kan man jo klippe og klistre.

Det kræver gode nerver at være 1.trompetist eller 1.hornist i et symfoniorkester. Det er jo ikke altid komponisterne tager hensyn til de særlige problemer, der er forbundet med at spille på disse instrumenter. Det er ikke som på et klaver, hvor man bare skal trykke på en bestemt tangent. Når en komponist sidder hjemme ved skrivepulten og finder frem til, at det netop vil lyde smukt og rigtigt, at 1.horn kommer ind pianissimo på en høj tone efter at der har været en lang passage med kun strygere, så tænker han ikke på den hornist, der skal udføre hans tanker. Mangen en hornist har gennem tiderne kikset en sådan indsats på grund af frygten og nervøsiteten ved i stedet at ramme den naturtone, der ligger en tone over eller under den ønskede.

Vi har indtil videre ikke arbejdet med naturtoner over den 16. naturtone, men det er ikke fordi naturtonerækken stopper her. Det gør den ikke. Men ud fra vores beregninger kan vi se, at de efterfølgende naturtoner ligger tættere end en halv tone, og bl.a. af denne grund er de ikke så anvendelige i de fleste musikformer. Indenfor specielt jazzen benyttes de dog, og det kan f.eks. høres hos Duke Ellingtons specialist i høje trompettoner: Cat Anderson.

6. Musikalske harmonier og overtonespektre

I kapitel 2 om bølger omtalte vi, at lydbølger forplanter sig i luften ved, at luftmolekylerne sættes i longitudinalsvingninger. Hvis det drejer sig om en tone med en ganske bestemt frekvens, kan tonen beskrives som en ren sinussvingning, og fra læren om harmoniske svingninger ved vi, at dens forskrift er af typen:
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hvor A er amplituden og ω er vinkelhastigheden.

Hvis T er perioden (svingningstiden) og f er frekvensen, ved vi desuden at der gælder disse formler:
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I vores sammenhæng er forskydningen på t-aksen ikke så interessant, og hvis vi gerne vil have en sinussvingning med en bestemt frekvens  f  , kan denne således beskrives med forskriften:
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hvor amplituden A som bekendt er udtryk for tonens styrke, mens frekvensen f er udtrykt for tonens højde.

Kammertonen a på 440 Hz og med styrken 5 i en eller anden enhed vil således have forskriften:
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Da perioden:  
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 skal vi benytte en ganske lille enhed, hvis vi vil tegne grafen i f.eks. TI-interactive.

Musik består som oftest af, at flere toner lyder samtidig, og ydermere består en tone på et akustisk instrument ikke kun af en enkelt tone, men af grundtonen samt dennes overtoner. Vi har derfor behov for at kunne beskrive det rent matematisk/fysisk, når flere forskellige frekvenser lyder samtidig.

Den meget korte og forenklede version lyder således:

De svingninger, der opstår, når flere toner lyder samtidig, kan matematisk beskrives ved, at de harmoniske svingninger, der beskriver hver enkelt af tonerne, lægges sammen (adderes).

(Den korrekte fysiske betegnelse er ”Superposition af bølger med konstruktiv interferens”)

Det vil vi i første omgang illustrere ved at se på en A-dur treklang, der på noder ser således ud:
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Vi forestiller os altså, at de tre toner spilles som rene ”sinus-toner”, og altså ikke på et klaver, hvor der jo ville komme en masse overtoner til for hver af de tre toner. Nedenfor ses hver af de tre toner.

Vi har her valgt, at lade tonerne være akustisk rene
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Som det ses har vi snydt lidt og tegnet dem i samme koordinatsystem for sammenlignelighedens skyld, så I skal ikke hæfte Jer ved enhederne på y-aksen. På x-aksen har vi som det ses tegnet indenfor intervallet  [0;4/440]

Hvor mange hele svingninger er der for hver af tonerne i dette interval:

A_________

Cis___________
E___________

Hvis disse tre sinustoner lyder samtidig, vil svingningsmønsteret se således ud:
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Hvor mange perioder er der af den sammensatte svingning i intervallet [0;4/440]:___________

Man kan høre hvordan denne treklang lyder, ved f.eks. at benytte dette link til en tone generator, hvor vi som det ses nedenfor spiller 4. , 5. og 6. overtone ud fra grundtonen på 110 Hz

http://www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/index.php?topic=17
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Ovenfor har vi opbygget eller med et fint ord syntetiseret A-dur treklangen ved hjælp af en tone-generator. Vi vil nu prøve at gå den modsatte vej. Det vil sige, at vi vil forsøge at analysere, hvilke toner (og med hvilken styrke), der indgår i en bestemt klang. Helt præcist vil vi se på en violintone. Ved hjælp af såkaldt Fourier-analyse kan man skille klangen ad i dens bestanddele.

Vi skal således nu endelig have en klar definition af det begreb, som vi har omtalt flere gange tidligere, - nemlig overtonerne. Når violinisten spiller dette a, klinger automatisk også alle naturtonerne med 440Hz som grundtone. Dette begrundes i forholdende omkring svingende strenge. De klinger med forskellig styrke, og nogle af dem klinger så svagt, at de er uden betydning for det overordnede billede. De væsentlige overtoner til den spillede tone og deres amplitude på det pågældende instrument kaldes overtonespektret. 

Overtonerne er den afgørende faktor for at vi kan kende forskel på instrumenterne, men to violiners eller to trompeters overtonespektre kan også være forskellige p.g.a. forskelligt materiale, spillemåde osv. Menneskelige stemmer  skelnes også bl.a. ud fra forskellige overtonespektre.

Nederst tonens grafiske udseende og ovenfor overtonernes frekvenser og amplituder.
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Opgave 12.

I skal nu prøve på en meget primitiv måde, at syntetisere violintonen igen ved hjælp af en tone- generator. (Bemærk at man her har givet grundtonen nummer 0, så I skal lige ”oversætte” til vores notation først).

a) Hvilke overtoner indgår i ovenstående analyse, og hvad er intervalspringene fra tone til tone taget nedefra ?

b) Find amplituderne for grundtonen og overtonerne på følgende primitive måde, der dog skal udføres  meget omhyggeligt for at virke:

Indtegn for hver harmonisk svingning to parallelle linier, - en gennem maksimumværdierne og en gennem minimumsværdierne. Mål meget nøjagtigt afstanden i mm mellem disse to parallelle linier. Denne afstand er jo den dobbelte amplitude for den pågældende tone.

c) Benyt målingerne oven for til at få tegnet grafen for summen af de 5 harmoniske svingninger i TI-interactive. Sammenlign Jeres graf med den faktiske graf for violintonen. Hvis der er afvigelser, så prøv evt. at justere på en eller flere af amplituderne.

d) Når I er tilfredse med udseendet af Jeres graf, så syntetiserer i samme graf på en tone generator.

LYDER DET SOM EN VIOLIN ??

Slut på opgave 12                                                                                                                             .

Når vi vil studere udseendet af en lydsvingning, og evt. lave Fourier-analyse på den benyttes et såkaldt oscilloskop, hvor tonens udseende fryses på skærmen.
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7. Fourier-analyse light.

I forbindelse med projektet om musik og lyd i matematisk/fysisk belysning er begrebet Fourier-analyse flere gange blevet nævnt, og nu er det på sin plads at kaste lidt mere lys over sagen. Hvis denne matematisk-fysiske disciplin skal behandles helt korrekt og fyldestgørende, er det forholdsvis kompliceret, men her er et bud på en light-udgave, hvor den tungeste teori springes over/postuleres.

Ud fra vores sammenhæng kan vi anskue Fourier-analysen på to måder:

a) Fysisk måleapparatur, der kan opfange og analysere lydsvingninger fra f.eks. musikinstrumenter. Apparaturet leverer de harmoniske svingninger (sinus-kurver), som lydsvingningen er sammensat af samt disse svingningers amplitude.

b) En matematisk teori, der kan analysere visse konkrete periodiske funktioner. Ud fra analysen kan de pågældende periodiske funktioner opfattes som en sum af harmoniske svingninger. Denne matematiske teori er udviklet af den franske matematiker Jean-Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830).

Disse to indgangsvinkler kan så udnyttes f.eks. i en synthesizer. En synthesizer kan syntetisere (opbygge) lyde ud fra harmoniske svingninger på f.eks. følgende måder:

1) Lyden af en violin kan efterlignes ud fra en analyse foretaget med det under punkt a) omtalte udstyr. På f.eks. CD indspilninger kan strygere således efterlignes, så man næsten ikke kan høre forskel.

2) Kunstige lyde kan opbygges ved at matematisk at analysere en given funktion som f.eks. savtakfunktionerne og firkantfunktionerne , som vi kommer til om lidt. Herved opbygges kunstige lyde, der ikke minder om noget kendt, akustisk musikinstrument.

3) Kunstige lyde kan opbygges ved mere eller mindre tilfældig eksperimenteren på synthesizeren.

 Inden vi går i gang med selve teorien, er der nogle matematiske begreber, vi skal have på plads.

Periodiske funktioner.
Definition: Funktionen f(x) er periodisk med perioden T, hvis f(x)=f(x+T) for ethvert x.
[image: image49.png]Periade

242272018MBA4239048 6 8 | 2o B 8\Ip 12 145718 20°22°24
2 cos(x)




[image: image50.png]Perinde

24-22.28-18-16- 401210876 -4 2 %6 8 1837 14 1618 202224
2 sinfx)




Ovenfor er graferne for cos(x) og sin(x), der som bekendt begge er periodiske med perioden 2π.

Nedenfor er grafen for funktionen  
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, der viser det grafiske billede af treklangen   a – c# - e sammensat af rene sinussvingninger.

Perioden  4/440 = 0.009.

[image: image52.png]



 Lige og ulige funktioner.
Definition: En funktion, der for ethvert  x opfylder f(x)=f(-x), kaldes lige. 


(Bemærk: Grafen er symmetrisk om y-aksen.)

Definition: En funktion, der for ethvert x opfylder f(-x)= - f(x), kaldes ulige. 


(Bemærk: Grafen er symmetrisk om begyndelsespunktet (0,0).)
Det er let at overbevise sig om at cos(x) er lige, mens sin(x) er ulige, og nedenfor ses endnu et par eksempler, nemlig  
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Uendelige rækker og uendelige summer.
En uendelig række af tal kan f.eks. være primtallene: 2, 3, 5, 7, 11, … eller kvadrattallene 1, 4, 9, …

Primtallene kan man ikke angive en formel for, mens det for kvadrattallene jo er let at angive formlen  n2, hvor  n er et naturligt tal.

I såvel TI-interactive som på TI-84 kan man let udregne en rækkes tal, hvis man vel at mærke kan angive en formel. Række hedder på engelsk sequence, og vi kan f.eks. skrive følgende i TI-interactive (og på lommeregneren):

[image: image56.png]seqin”, », 1, 10}
={1,4,9, 16,25, 36, 49, 64, 81, 100}




Hvor de almindelige typer er input og de fede typer output.

Vi kan også skrive f.eks. således:

[image: image57.png]seqin”, », 1,10, 2}
={1,9,25,49,81}




som det fremgår antager n nu kun tallene 1, 3, 5, 7 og 9.

I det følgende har vi brug for at få lagt tallene i sådanne talrækker sammen, og dette gøres i TI-interactive med følgende kommando:

[image: image58.png]sumList{seq(», #, 1, 10}}
185




eller tilsvarende:

[image: image59.png]sumList{seq{»", #, 1, 10, 2}}
—165 '




På lommeregneren skal man blot skrive sum(list(….)).

I matematik har vi ofte brug for at opfatte sådanne rækker som uendelige. I praksis kan vi selvfølgelig ikke medtage uendeligt mange led, men som vi skal se i det følgende er begrebet alligevel yderst anvendeligt.

Først lidt notation: Summer af endelige eller uendelige rækker skrives kort ved hjælp af det græske bogstav  Σ ( stort sigma), og den første af de to summer ovenfor skrives således:
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Den anden er lidt sværere at skrive op ved hjælp af dette symbol, ( overvej det !) men det er heldigvis ganske let på computeren.

Om summer af uendelige rækker definerer vi nu følgende:

Definition: En uendelig række kaldes divergent, hvis dens sum ikke nærmer sig til noget tal, når vi medtager flere og flere led.

Definition: En uendelig række kaldes konvergent, hvis dens sum nærmer sig til et tal, når vi medtager flere og flere led.
Et par eksempler:

Rækken  1, -1, 1, -1, 1, -1, …. er divergent, da dens sum hele tiden svinger mellem 1 og 0.

Rækken af kvadrattal 1, 4, 9,16,… er divergent, da dens sum går mod uendelig.

Rækken  
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 er konvergent, da dens sum nærmer sig til 2. Vi siger at rækken konvergerer mod 2. Det kan f.eks. ses ved at afsætte tallene på en tallinie, hvor man hele tiden halverer afstanden mellem den aktuelle sum og 2, og denne afstand går derfor mod 0.

Skrevet med vores symbolsprog ser det således ud:  
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, og i TI-interactive kan det f.eks. tage sig således ud:

[image: image64.png]sumL,st[seq[i, 0, 10]]
o
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altså med 10 led er vi tæt på 2, men hvis vi nu medtager 100 led:

[image: image65.png]sumList seq[l, 0, 100]]
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så er vi så tæt på 2, at der med 5 decimalers nøjagtighed bliver rundet op til 2.

Vi er nu færdige med de indledende knæbøjninger, og går til selve sagen. Det er jo som sagt i indledningen Fourier-analyse light, og derfor begrænser vi os for nemheds skyld i det følgende til ulige, periodiske funktioner med perioden 2π, og der gælder nu følgende sætning:

Sætning 1: Enhver ulige, periodisk funktion f(x) med perioden 2π, kan skrives som en uendelig sum:
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Sætning 2: For en ulige, periodisk funktion f(x) med perioden 2π, kan Fourierkoefficienterne bn bestemmes således:
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Selvom du ikke på nuværende tidspunkt behersker integralregning, kan du godt fortsætte alligevel !!

Vi vil nu se på 4 af de klassiske ”synthesizer-lyde”:

[image: image68.wmf]Firkantkurve
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Disse kan alle opfattes som ulige og periodiske med periode 2π, hvis koordinatsystemet anbringes passende. De to nederste kan i modsætning til de to øverste også opfattes som lige. (overvej det !)

Hvis du ikke kan integralregning, springer du det følgende over:

Savtakkurve 1 betragtes i intervallet  [-π; π], og den har da ganske enkelt forskriften:



f(x)=x

Den opmærksomme læser vil nok bemærke at den øverste tegning slet ikke er en funktion, da der er lodrette streger, men det skal blot fortolkes således, at funktionen springer meget voldsomt her.

Rækken af de første 10 fourier-koefficienter får vi således nu ifølge sætning 2 således i TI-interactive:

[image: image69.png]1"
seq[;LQ sin(nx)) dx,n, 1, 10]





Det kan måske være svært lige at gennemskue systemet i denne række, men hvis vi nu dividere alle koefficineterne med 2, så er det straks mere gennemskueligt:

[image: image70.png]1™
seq[; L(x sin{nx)) dx,m, 1, 10]

2




Nu er det straks lettere at gennemskue systemet, og vi kan nu ud fra sætning 1 opbygge savtakkurve 1 ud fra de første 10 led således, og dernæst tegne grafen:

[image: image71.png]s14x) :sumLxst[seq[%sm(nx) 0 1, 10]]
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men hvis nu vi i stedet for 10 led medtager 500, ser det straks bedre ud:

[image: image73.png]s14x) :sumLxst[seq[%sm(nx) 0 1, 500]]
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Savtakkurve 2 løses på helt tilsvarende måde, og den snu læser kan nok på forhånd regne ud, hvilken række af koefficienter, der opstår.

De to nederste er lidt mere problematiske. I hvert fald når TI-interactive skal beregne koefficienterne eksakt. Problemet er, at de skal defineres som stykkevise funktioner, og det kan programmet øjensynligt ikke håndtere, når der skal regnes eksakt. Det er muligt at DERIVE kan !?

Men ved at opdele integralet går sagen glat. Lad os tage den sidste og nemmeste først:

Funktionen f(x) defineres således:
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Og ved som sagt at dele integralet op løses problemet:

[image: image78.png]q[i chsm(n 0 dx+L'<sm<n ) d] N m]




Her er det forholdsvis let at gennemskue systemet, men vi bemærker, at hvert andet led bliver 0.

Vi definerer nu funktionen i TI-interactive:

[image: image79.png]Ax) = sumLxs{seq[% sin{nx), 7, 1, 20, 2]]
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Her har vi altså i første omgang medtaget 20 led, og med 500 led ser det således ud:

[image: image81.png]1) = sumLxs{seq[i sin(3), 2, 1, 500, 2]]
P
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Savtakfunktion 3 er som sagt lidt mere tricky, men den klares således:

Funktionen f(x) defineres:
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Og i TI-interactive bliver koefficientrækken nu:
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Også her er systemet forholdsvis let gennemskueligt og igen er hvert andet led 0, og vi definerer nu funktionen og tegner den i TI-interactive:

[image: image85.png]3(x) = sumLxst[seq[n% sinnx) (DT D2 51,20, 2]]
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og hvis vi i stedet for 20 led medtager 500:

[image: image87.png]3(x) = sumLxst[seq[n% sinnx) (DD 41,500, 2]]
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Ved at se på rækkerne over koefficienter i de enkelte tilfælde og udregne tilnærmede værdier, kan disse lyde f.eks. høres ved hjælp af følgende link:

www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/viewtopic
Derudover kan man jo evt. eksperimentere med at designe sine egne lyde ud fra ovenstående principper.

Kun fantasien og ens lydkort sætter grænser.

8. Litteraturliste.

Harry F. Olson: Music, physics and engineering.

Kai Aage Bruun: Musikkens grundbegreber.

G. Schepelern & G. Brodin: Koncerthåndbogen.

Ingwersen, Jensen, Sørensen: Fysik med klang.

Fogh & Nielsen: Fysik for 1.g.

Vedelsby & Felsager: Introduktion til GeoMeter.

Vedelsby & Felsager: Bølger og lys med GeoMeter.

H. Neuling: Grosse F und B Hornschule.

G.U. Jensen: Tal og tangenter.

J. Schmidt-Görg & H Schmidt: L v. Beethoven

Clausen, Printz, Schomacker: Analytisk geometri og funktioner.

H. Müller: Synthesizere

9. Musikeksempler.

1.Tschaikowsky: Introduktionen til 1. sats af 4. symfoni i f-moll.

2. Beethoven: 3.sats af 3.symfoni (”Eroica”) i Eb-dur.

3. Beethoven: 1. sats af Hornsonate i F-dur, spillet på naturhorn.

4. Haydn: 1. sats af trompetkoncert i Eb-dur, spillet på klaptrompet.

5. Schumann: 3. sats af koncertstykke for fire horn og orkester.

6. Ellington: Salome, spillet af Cat Anderson, trompet

7. Bach: Præludium i C-dur, tempereret.

8. Bach: Præludium i C-dur , ren i C-dur.

9. Bach: Præludium i C-dur, ren i A-dur.

Bilag 1: 3. sats af Beethovens 3. symfoni, trioen.
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Bilag 2: Beethovens hornsonate i F-dur, 1. sats
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Bilag 3.

Præludiet er skrevet for klaver. Nedenfor melodistemmen udskrevet for fløjte.
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Mundstykket støtter blæserens læber og gør det lettere at frembringe og fastholde en klar tone med læberne.





Trækket kan forlænge/forkorte længden af metalrøret og dermed skabe muligheder for at spille alle   skalatoner.





Schallstykket har betydning for tonens kvalitet, styrke og overtonesammensætning.








Bemærk hvordan luftmolekylerne bevæger sig, og sammenlign bølgeformen med den svingende streng.


Det fremgår desuden, at bølgelængden svarende til rørlængden på 3,12m er det dobbelte 6,24m, og den stående bølge er således en halv bølgelængde.





Rørlængde


Bølgelængde


Frekvens 55Hz





Tone: Dybt a





Bemærk at vi nu får en hel bølge med den halve bølgelængde i forhold til før, og sammenlign igen med den svingende streng.





Frekvensen er dermed steget til det dobbelte: 110Hz.





Rørlængden er uændret, da vi stadig har trækket i 2.position.





Frekvensforholdet er 110:55=2:1 og vi får et a, som er en oktav højere.








Vi får nu 1½ bølgelængde og bølgelængden er nu:





3,12m/1.5 = 2.08m





og da bølgelængde og frekvens er omvendt proportionale, bliver frekvensen:





110Hz·1,5 = 165hz





Frekvensforholdet er således:


165:110 = 1,5:1, og vi får et e, som er en kvint højere end det forgående a.





Den tykke, røde streg er den svingende streng, og de to tynde blå linier er yderpositionerne. Det ses at vi har to knuder og en bug, og vi har en halv bølgelængde på 12. 


Dermed er � EMBED Equation.3  ���, og vi har 1. partialtone eller grundtonen.





Ved 2.patialtone har vi nu en hel bølge med � EMBED Equation.3  ���, og vi har tre knuder og to buge.








Ved 3.partialtone har vi nu 1½ bølge med � EMBED Equation.3  ���, og vi har fire knuder og tre buge.





Vi slutter med den 4.partialtone, hvor vi har 2 hele bølger med � EMBED Equation.3  ���, og vi har fem knuder og fire buge.





Når stemmegaflens grene svinger skiftevis mod hinanden og fra hinanden, sættes luftmolekylerne i svingninger frem og tilbage i forhold til en midterposition.





Luftmolekylerne.





Lydbølgerne er longitudinalbølger, og disse bølger rammer vores trommehinde.





Naturhorn med stemmebøjler, der dækker i alt 5 tonearter





Grundtone





660





550





440





Styrke





Horn in F
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