Toneskalaer.

Klaviaturet på et klaver/ elorgel/ keyboard ...  ser i princippet ud som vist nedenfor. På de hvide tangenter ligger tonerne C, D, E, F, G, A, H hvorefter der begyndes forfra med C, D, E osv. Tonerne på de sorte tangenter navngives (normalt) efter en af de to nærmeste hvide tangenter; hvis en hvid tone skal hæves får den tilføjelsen is (C giver Cis osv.), og hvis en hvid tone skal sænkes får den tilføjelsen es (G bliver til Ges); men her er der dog tre undtagelser: Es og As, og så B, når H bliver sænket en halvtone.  Afstanden mellem to nabotoner kaldes en halvtone, her medregnes de hvide og sorte toner på lige fod.
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Den letteste toneart at spille i (på et keyboard-instrument) er C-dur; her ligger tonerne nemlig helt på de hvide tangenter; dvs. man bruger tonerne C, D, E, F, G, A, H (slutter med C igen; grundtonen dubleres, når man spiller hele skalaen).  Hvis vi tæller afstande i halvtoner, ser vi, at afstandene i C-dur (vi starter med grundtonen, som er C) er  2, 2, 1, 2, 2, 2 og 1. Springene på 1 halvtone er dem fra E til F og fra H til C. 

Hvis vi i stedet starter med A, og vil have de samme spring (2,2,1,2,2,2,1) får vi tonerne:

A, H, Cis, D, E, Fis, Gis (og slutter på A). Der var altså tre toner (F, C og G) som skulle hæves en halvtone; det markeres i musik med et kryds (). Brug samme metode nedenfor til at markere tonerne i G-dur, D-dur og E-dur som jeg har gjort i A-dur:
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A-dur har kryds for F, C og G.
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G dur har kryds for
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D dur har kryds for
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E dur har kryds for 

I andre tilfælde er det bedre at anskue nogle af tonerne som sænkede (man siger, at der er b for, det skrives ), det gælder for eksempel for F-dur og de fleste tonearter, der starter på en sort tone. 

Lav skemaer for F, B, Es og As-dur nedenfor:

[image: image6.wmf]
F dur har  for
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B dur har   for

[image: image8.wmf]
Es dur har   for
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As dur har   for

Vi kan opsummere noget af det, vi har fundet frem til i to cirkler. Den første er vist lidt hjemmelavet; den viser tonerne i et hjul for at understrege at tonerne går igen.
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Kvintcirklen.

Den anden cirkel er mere kendt; den hedder kvintcirklen. Den viser sammenhængen mellem (dur) tonearter og antal krydser eller b'er:  og .
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Toneintervaller: 

Hvis I tæller afstanden fra en toneart i kvintcirklen til den næste i urets retning, vil I se, at der der hver gang er 7 halve toner hvis man går op ad klaviaturet, eller med uret på tonecirklen. Denne afstand kaldes en kvint, og man har flere af den slags afstande i musikteorien:

	Antal halvtoner
	Navn
	Eksempler (Alle går op på klaveret).

	0
	Prim
	C – C,   G – G,   F – F   (Tonen gentages).

	1
	Lille sekund
	C – Cis,   E – F,   H – C,   F – Fis  

	2
	Stor sekund
	C – D,  E – Fis, B – C,  

	3
	Lille terts
	E – G,  C – Dis, A – C, 

	4
	Stor Terts
	C – E, D – Fis, A – Cis, 

	5
	Ren kvart
	C – F, F – B, D – G, F – B, 

	6
	Forstørret kvart eller

Formindsket kvint
	F – H  Intervallet ”spænder”, og hedder også ”musikkens djævel”.

	7
	Ren Kvint
	C – G, G – D, Fis – Cis, 

	8
	Lille sekst
	C – As,  F – Des, 

	9
	Stor sekst
	C – A,  F - D

	10
	Lille septim
	C – B,  E – D,  

	11
	Stor septim
	C – H, D – Cis, F - E

	12
	Oktav
	C – C (her skal det sidste C ligge en oktav over det første.


Man kan se og høre intervallerne på internettet på adressen: http://www.mu.gymfag.dk/faget/teori/interval/interval.htm
Dur-skalaen starter på en grundtone, som vi kalder prim. Tonerækken er derefter:

Prim, Stor sekund, Stor terts, Ren kvart, Ren kvint, Stor sekst, Stor septim og oktav, hvor f.eks. Ren kvint skal forstås som den tone, der danner kvint med grundtonen.

Restklasseregning.

Hvis vi kun interesserer os for tonens navn, og ikke for hvilken oktav den er placeret i, kan vi se bort fra alle intervaller, der er et helt antal oktaver. F.eks. er 2 (rene) kvinter et samlet spring på 14 halvtoner, men vi kan se bort fra de 12, og sige, at hvad navn angår springer vi kun 2 halvtoner op, altså en hel-tone. Det er forklaringen på, at når vi sætter to krydser mere på (se kvintcirklen), så springer grundtonen en heltone (eller en stor sekund).  Vi kunne være lidt frække og sige, at da hæver med en halvtone, og  sænker med en halvtone, så er  lig minus . Hvis vi fjerner et  svarer det altså til at sætte et ; med andre ord: når vi sætter et  skal vi gå en kvint tilbage, eller rykke -7 halvtoner, men det er det samme som at gå 5 halvtoner op, når vi har vedtaget at se bort fra oktaverne. Her er en matematisk forklaring på, at når vi sætter et  mere på skal vi gå 5 halvtoner, dvs. en (ren) kvart op i grundtone. Og to kvarter er 2 ∙5 altså 10 halvtoner op, det er lige så godt som 2 halvtoner ned, altså en heltone ned. Det kan også let ses på kvintcirklen: hver gang man sætter to ekstra er på falder grundtonen en heltone. 

Overvejelserne ovenfor falder ind under det matematiske begreb restklasseregning. Her siger vi, at vi regner med restklasser modulo 12, fordi vi uden videre fjerner hele tolv-taller fra vore regnestykker. Når man gør den slags i matematik bruger man notationen  ≡. Vi har f.eks. haft, at 14 halvtoner gav samme resultat (på nær oktaver) som 2; det skrives 14 ≡2    (mod 12), og det læses i matematik som   14  er kongruent med 2 modulo 12. 

Øvelse 1: 
Hvilke af disse udsagn er sande:   15 ≡ 3 (mod 12),  17 ≡ 5 (mod 12),  20 ≡ 7 (mod 12),  10 ≡ -2 (mod 12) ?

Fra dagligdagen kender vi også andre restklasse-beregninger: ugedagene går igen efter en periode på syv; timerne på uret går igen efter en periode på 12 (eller 24 afhængigt af ens ur), vinkler går igen efter 360°.

Definition af kongruens: 

Vi siger, at to tal a og b  er kongruente modulo et tredje tal n, hvis tallet n går op i forskellen (a-b). Vi kan skrive    a≡b (mod n)  ⇔ n| (a-b),  hvilket læses:  a kongruent med b modulo n er ensbetydende med at n går op i (a-b).

Øvelse 2: Hvilke af disse udsagn er sande: 370 ≡ 10 (mod 360),   27 ≡3 (mod 24),  19 ≡ 9 (mod 12) og 25 ≡ 4 (mod 7)?

Man kan regne med kongruenser uden at det er nødvendigt at gange alt for store tal sammen. F.eks. er  29 ⋅ 43 ≡ 5 ∙7 = 35 ≡ 11 (mod 12), fordi  29 ≡ 5 og 43 ≡7  (mod 12). Man kan bevise at det er rigtigt ved at skrive   29 = 5 + 2·12 og 43 = 7 + 3·12; derfor er 29 · 43 = (5 + 2·12) ·(7 + 3·12) = 5 ·7 + 2 ·12·7 + 5·3·12 + 2·12·3·12 = 5·7 + 12 ·(2·7 + 5·3 + 2·3·12). Forskellen er altså 12 ·(2·7 + 5·3 + 2·3·12), og den kan divideres med 12. 

Man kan også bevise ved generelle overvejelser (bogstavregning, se side ___) at der gælder

Sætning om regning modulo n.

Lad a, b, c, d, r og n være hele tal,  hvor r og n er positive.

Hvis a ≡ b  og  c ≡ d (mod n),  så er a+c ≡ b + d;  a-c ≡ b-d og  ac ≡ bd  (mod n). 

Desuden er ar≡cr (mod n).

Sætningen kan f.eks. benyttes til at finde resten ved division med 9 ved den såkaldte tværsum. F.eks. er 35718 = 3·104+5·103+7·102+1·10 + 8 ≡   3·14+5·13+7·12+1·1 + 8 ≡ 3 + 5 + 7 + 1 + 8 = 24 ≡ 2 ·10 + 4 ≡ 2·1 + 4 = 6.  Kontrol:   35718 = 9 ·3968 + 6.  Hvis vi dropper noget af skriveriet har vi 35718 ≡ 3+5+7+1+8 = 24 ≡ 2+4 = 6 (mod 9). Tallet 3+5+7+1+8 kaldes tværsummen af 35718, og metoden her giver en hurtig måde at finde resten ved division med 9 på. Metoden har været brugt indtil for cirka 30 år siden til at kontrollere hånd-udregninger; ideen var at man kunne kontrollere store beregninger ved at kontrollere om de passede på resten ved division med 9; vi kaldte det ni-prøven. På denne måde fangede man et stort antal regnefejl. 

Princippet kan udvides lidt til at finde resten ved division med 11. Her er udgangspunktet, at 10 ≡ -1 (mod 11). Det betyder, at man kan bruge en modificeret udgave af tværsummen, hvor enere regnes med plus, tiere med minus, hundreder med plus osv. med skiftevis plus og minus. For eksempel er 35718 ≡ 3 – 5 + 7 – 1 + 8 = 12 ≡ 1 (mod 11).  Kontrol: 35718 = 3247 · 11 + 1. 

Øvelse 3 : Hvad er resten ved division med 9 af 1247155,  og hvad er resten ved division med 11 af samme tal?

Øvelse 4: Bevis at resten ved division af 35718 med 11 er 1 på samme måde som jeg gjorde det for division med 9.

Antal krydser i en toneart i dur.

Vi har allerede bemærket os, at for hvert ekstra kryds i en toneart lægges der en kvint til grundtonen (dvs. 7 halvtoner). Her regner vi modulo 12. Vi bruger denne notation for tonerne:

	t
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	Tone
	C
	Cis/Des
	D
	Dis/Es
	E
	F
	Fis/Ges
	G
	Gis/As
	A
	B/Ais
	H


Hvis vi kalder antallet af krydser for k gælder der at grundtonen er givet ved  t ≡ 7k (mod 12). 

Eksempel:  Hvis der er 4 krydser i en dur - toneart er grundtonen 7 · 4 = 28 ≡ 4 (mod 12); det svarer til E, i overensstemmelse med kvint-cirklen.  Hvis der er 3 b'er svarer det til -3 krydser; så er grundtonen givet ved  7 ·(-3) = - 21 ≡ 3. Ifølge tabellen ovenfor svarer det til Dis/Es, og da vi arbejder med b'er her navngiver vi naturligvis tonearten Es-dur.  Man kan også lave regnestykket ved at sige, at et  svarer til at vi flytter grundtonen -7 toner (modsat ), men -7 ≡ 5 (mod 12), så vi kan sige, at hvert  flytter grundtonen 5 toner. Så giver 3 b'er en grundtone på 3∙5 = 15 ≡ 3 (mod 12).

Øvelse 5: Hvad er grundtonen, når der er 5 krydser?,  når der er 4 b'er, når der er 2 b'er, eller 5 b'er.

Hvad er grundtonen, når der er 7 krydser ? (denne toneart er det ikke særligt pænt gjort at skrive i; men det er set som øve-stykke, at en melodi krydser over i noget med 7 krydser, derimod husker jeg ikke om det var dur eller mol). I øvrigt burde 7 krydser og 5 b' er give den samme grundtone; passer det?

Formlen t = 7∙k (mod 12) kan også bruges til at bestemme k, når t er kendt. Vi kan f.eks. finde fortegnene (de musikalske fortegn  og , ikke de matematiske + og - !) for Es-dur sådan:  Es har tone nr 3, så vi skal løse ligningen   7∙k = 3 (mod 12). Her er et trick:  7∙7 = 49 ≡  1 (mod 12), så hvis vi ganger begge sider af ligningen med 7 og regner modulo 12 får vi:

7∙k ≡ 3 (mod 12)

7∙7∙k ≡ 7∙3 = 21 ≡ 9 ≡ -3 (mod 12)

k ≡ -3 (mod 12).  Her betyder minusset, at vi regner med b'er, der er altså 3 b'er i Es-dur. 

Kvintcirklens matematik (for dur- tonearterne):

Man finder grundtonen i en toneart med krydser ved at gange antal krydser med 7  (regn modulo 12)

Man finder grundtonen i en toneart med b'er ved at gange antal b'er med 5 og regne modulo 12.

Man finder antal krydser i en toneart ved at gange grundtonens nummer med 7 og regne modulo 12.

Man finder antal b'er i en toneart ved at gange grundtonens nummer med 5 og regne modulo 12.

Den sidste formel er en konsekvens af, at 5·5  = 25 ≡ 1  (mod 12).  Vi ved nemlig at grundtonen i en toneart med b 'er er  t = 5·b. Og så kan vi gange begge sider med 5 og får 5·5·b ≡ 5 · t (mod 12) hvilket giver b  ≡ 5 · t (mod 12) 

Eksempel: Hvor mange b'er er der i Ges-dur? Tonen Ges har nummeret 6, så b = 5 · t = 5 · 6 = 30 ≡ 6 (mod 12), så der er 6 b'er i Ges – dur, i overstemmelse med hvad der fremgår af kvintcirklen. 

Hvis man ikke på forhånd ved om en toneart har krydser eller b'er som faste fortegn, gør det ikke noget. Hvis vi f. eks. troede, at der var b'er i D-dur ville vi få  b = 5 · t = 5 · 2 = 10 ≡ -2 (mod 12). Antallet af b'er kan selvfølgelig ikke være 10, i stedet er svaret at der er -2 b'er, dvs. 2 krydser; hvilket vi jo også burde vide på forhånd. 

Regler for kongruens-regning.

Vi gentager definitionen af kongruens:  a≡b (mod n) ⇔ n| (a-b) 

Det er ikke tilfældigt, at kongruens symbolet ligner et lighedstegn; der gælder nemlig følgende:

1. a ≡a (mod n) for alle a og n, når n er positiv.

2. a≡b ( mod n) ⇔ b≡a (mod n)   for alle a,b og n, når n er positiv

3. a≡b (mod n) ∧ b≡c (mod n) ⇒ a ≡c (mod n), for alle a, b og c og positive n.

Bevis:  1) a≡a fordi a – a giver 0, og n går op i 0.  2) Hvis a≡b, går n op i a – b, men så går n også op i b – a, som er det modsatte tal:  (b-a) = - (a-b).  3) Hvis a≡b og b≡c går n op i (a-b) og i (b-c). Men så går n også op i summen som er (a-b) + (b-c)  eller a-c, og det betyder, at a≡c (mod n).

Man kan også vise, at regning med kongruente størrelser opfører sig som forventet. Der gælder f.eks. 

4. Hvis a≡b (mod n) og c≡d (mod n), så er a+c ≡ b+d (mod n);    a-c ≡b-d (mod n); og ac ≡bd (mod n). Desuden er ar ≡br, når r er en positiv (underforstået heltallig) eksponent.

Bevis: Når a≡b går n op i (a-b); det betyder, at der er et helt tal k, så (a-b) = k·n, eller a = b + kn. Tilsvarende er  c = d + l·n. Det betyder, at (a+c) = (b+d) + k·n  + l·n,  så differensen kan divideres med n. Der gælder helt tilsvarende for a-c og b-d.   For a·c siger vi:  a·c = (b + k·n)·(d + l·n) så vi får a·c = b·d + b·l·n + k·n·d + k·n·l·n.  De sidste tre led kan divideres med n, så a·c – b·d kan divideres med n, dvs.  a·c ≡ b·d (mod n).  Dermed følger også, at  a·a ≡ b·b eller a2≡b2 og på tilsvarende måde fås de følgende potenser.

Eksempel: Hvis vi regner modulo 5 har vi f.eks.  13·17 + 2·3 ≡ 3·2 + 2·3 ≡ 1 + 1 = 2 (mod 6).   Kontrol:  13·17 + 2·3 = 227, som giver 2 som rest ved division med 5.

Løsning af ligninger ved restklasseregning: 

Vi vil løse ligningen 3x + 4 ≡ 9 (mod 11). 

Vi starter med at trække fire fra på begge sider; det følger af pkt. 4) ovenfor at dette ikke ændrer på løsningsmængden. Dernæst ganger vi med 4 på begge sider, hvor 4 er fundet ved at 3·4 = 12 ≡1 (mod 11). Så vi får:

3x + 4 ≡ 9 (mod 11)

3x ≡ 5 (mod 11)

4·3x ≡ 4·5 (mod 11)

x ≡ 20 ≡ 9 (mod 11).

Kontrol: 3·9 + 4 = 27 +4 = 31 som er lig 2·11 + 9, så løsningen er rigtig.

Man kan altid finde reciprokke tal til tal der ikke er kongruent med 0, når man regner modulo primtal. Nedenfor er en tabel over reciprokker modulo 11:

	Reciproktabel modulo 11.

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Reciprok
	1
	6
	4
	3
	9
	2
	8
	7
	5
	10


Øvelse 6

Benyt reciproktabellen tl at løse disse kongruensligninger:

2x + 3 ≡ 1 (mod 11)

3x – 5  ≡ 4 (mod 11)

3x + 4 ≡ -2x + 7 (mod 11)

Øvelse 7

Lav selv en reciproktabel modulo 7, og løs disse kongruensligninger:

2x + 3 ≡ 1 (mod 7)

3x – 5  ≡ 4 (mod 7)

3x + 4 ≡ -2x + 7 (mod 7)

Øvelse 8

Lav reciproktabellen modulo 13.

 ( og  ( kom fra WP Iconic symbols A)

