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Estetiske fag og matematikk
1. del

Artiklen er delt op i flere dele. Anden del bringes i naeste nummer af Matilde,
som vil have Matematik og musik som tema

Innledning.

Musikken tilhgrer de skjgnne kunster. Den flgytespillende Euterpe var en av de ni musene,
sgstergudene, i fglge gresk - romersk mytologi. Musikken inntar en spesiell plass blant kunstartene fordi
den taler sa direkte til “hjertene”. Musikken beskriver intet (Wittgenstein, 1997.), den er bare musikk, og
dens sprak er universelt. Den kan sette falelser av ulik slag i sving og den kan, som vi kjenner det fra
historien om kong David, berolige et plaget sinn. Musikken betyr ogsd mye for mange av elevene. lkke
bare som “forbrukere”, men som utgvere.

Selv om musikken er den mest abstrakte av alle menneskelige ytringer, lar den seg beskrive, ikke
bare i ord, men ogsa med matematiske begreper.

Matematikken er vitenskapenes dronning som naeres av de andre vitenskaper og gir liv til disse.
Matematikken er bade en edel kunstart og et effektivt verktey med hvilket man kan beskrive “verden” og
foreta beregninger av bade enkle og intrikate forhold.

Fellesradet for kunstfagene i skolen, FKS, har sammen med Landslaget for matematikk i skolen,
LAMIS, gnsket a rette oppmerksomheten mot
e ‘“hvordan praktiske og estetiske fag sammen med matematikk gjensidig kan pavirke hverandre i

tverrfaglige undervisningsopplegg” og
e “a utvikle og utpreve nye undervisningsformer med aktiviteter som fremkaller undring, refleksjon og
skaperglede”

For bade musikk og matematikk gjelder kravet om kunnskaper og ferdigheter dersom resultatet
av et tverrfaglige arbeid skal bli noe mer enn bare en “happening”. Denne artikkelen gnsker & se noen
sider av musikken i lys av matematikken.

Musikk er opptatt av a8 kombinere vokale og/eller instrumentale lyder for formens skjgnnhet eller
folelsesmessige uttrykk (som bare er komponistens; forfatterens anmerkning), vanligvis i falge kulturelle
standarder for rytme og melodi, og i vestlig musikk ogsd harmoni. Andre viktige komponenter i
musikalsk lyd er tone, tonefarge og instrumentasjon (Encyclopedia Britannica, 1994 - 1999).

1. Toner. Intervaller. Stemminger.

Toner kan elevene lage ved enten a synge, blase i en blokkflayte, sla pa en xylofon eller klimpre
pa en gitar. Tonehgyden er avhengig av antall svingninger per sekund eller frekvensen til det som
svinger, enten det er stemmebandene eller strengen. Ved f.eks. & presse ned en gitarstreng pa ulike
steder og deretter ansla den, vil en oppleve den direkte sammenhengen mellom strengenes lengde og
tonehgyden.

1.1. Pytagoreerne

oppdaget empirisk at de grunnleggende intervallene (toneavstandene) i musikken passet il
elementene i tetrakys eller “fireheten” (1 + 2 + 3 + 4 = 10 ), fordi de hadde forholdene 2 : 1 ( oktaven ), 3
: 2 ( kvinten ) og 4 : 3 ( kvarten ). Disse intervallene ble karakterisert som rene. Dersom lengden av en
fastspent streng er L , vil grunntonen tilsvare 2L, fordi strengens lengde er halve bglgelengden.
(Bolgelengden er altsa 2L.) Tonens frekvensen kan da skrives som lydfarten dividert pa belgelengden;,i.
Ved a presse strengen ned pa midten vil den framkalte frekvens bli dobbelt sa stor, den sakalte oktaven.
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Grekerne oppdaget at ved & presse ned strengen hhv. ved 5 og Z av dens lengde fikk man

3 4
intervallene kalt kvint og kvart. Frekvensene i forhold til grunntonen er derfor hhv 5 og E

Den vanligste skala i vestens musikk er den diatoniske (en veksling mellom hele og halve trinn).
Samtlige pytagoreiske intervaller ble utledet som et antall rene kvinter (3 hele og et halv trinn) minus et




Musen Euterpe
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ngdvendig antall oktaver for &8 komme tilbake til den aktuelle oktaven ved hjelp av formelen (Ej (E) .

Man hadde oppdaget at intervaller oppover kunne “adderes” ved & multiplisere de tilsvarende
frekvensforhold med hverandre og intervaller nedover kunne “subtraheres” ved & dividere
frekvensforholdene med hverandre ( & dividere med en bregk er som kjent ekvivalent med & multiplisere

med den omvendte brgken). Frekvensforholdet i heltonetrinnet c=d' (stor sekund) blir derfor
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—| | —| =—, fordi vi ma tenke slik:c —g —d" " —-d =—-—-— . Pa tilsvarende mate blir forholdet
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for intervallet ¢—e (stor ters) (Ej (5) :6—4. Vi kjenner na frekvensforholdene til intervallene
oktav, stor sekund, stor ters, ren kvart og ren kvint. | den diatoniske skala gjenstar derfor stor sekst
243

(c—a) og stor septim (¢ — /). Gjar utregningene selv, og du vil komme til hhv. E og ﬁ

Hva sd med halve tonetrinn? Intervallene er av grunnleggende betydning i musikken, bade de

melodiske, eller de som framkommer ved & springe fra en tone til den neste, og de harmoniske, dvs. de

som framkommer nar man slar an to toner samtidig. Spranget e — f tilsvarer et halvt tonetrinn, og det
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skulle da fa frekvensforholdet —-— = ——. Det samme vil gjelde for spranget /7 — c.
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Ved siden av de rene og store intervaller finnes det forstarrede, sma og forminskede intervaller.
Disse framkommer ved & heve eller senke toner med halve trinn. Et intervall av den sterste betydning
innenfor tradisjonell vestlig musikk er tersen, fordi den bestemmer dur - moll - tonaliteten. Den lille tersen,
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ogsa kalt molltersen, bestar av 1 helt og et halvt trinn: g— = — . Videre avledninger gir stadig mer
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kompliserte brgker.

Et interessant forhold er fglgende: 12 rene kvinter tilsvarer syv oktaver, det vil si at de er
enharmoniske, eller at de tilsvarende toneartene er de samme. (Man ender pa tonen hiss dersom man
tar utgangspunkt i ¢, og hiss og ¢ er samme tone i skalaen.) Ikke desto mindre er forholdet mellom disse
brokene forskjellig fra 1, og denne forskjellen som kalles en kommadifferanse, naermere bestemt det
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pytagoreiske komma, er | —| :|—| =———, som tilsvarer omtrent en feil pa1.4%! Dette
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medfarer at harmoniene ikke er helt ens, noe som har betydning nar en skal spille pa instrumenter der en
kan veksle mellom toneartene, f.eks. et klaver eller en gitar.

1.2. Renstemming
kalles den stemmingen hvor samtlige intervaller avledes av et visst antall rene kvinter og store
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terser, her Z Det medfgrer at intervallene i den diatoniske skala pa tilsvarende mate som for de
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pytagoreiske intervaller blir —,—,—,—,— —. Disse (tilsiktede) enkle forholdene stammer fra
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renessansens “scenario”, tallforholdene 1:2:3:4:5:6, som faller sammen med de farste seks deltonene i
naturtonerekka. De forste intervallene i denne rekka er oktav, ren kvint, ren kvart, stor ters og liten ters.
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Den store tersen har forholdstallet Z men den lille tersen —. Avstanden mellom den rene kvarten og
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den store tersen blir gg = E Dette er et halvt tonetrinn. Den lille tersen blir derfor gE = —. Den

5

310 5
store seksten blir 53 = g noe som skyldes at man i den renstemte diatoniske skalaen hadde to

it 1




Gustav Theodor Fechner (1801-87)
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heltonetrinn, et stort og et lite, hhv. g og 3 Forskjellen mellom dem er lik forskjellen mellom tersene i
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den pytagoreiske og den renstemte skala: ag = % som kalles det syntoniske komma, som utgjar

en feil pa 1.3%!

Vi har sett at man opererer med ulike hel- og halvtonetrinn i den pytagoreiske og den rene
stemming, noe som farer til problemer bl.a. med samklang. Det er gnskelig & bruke toneartsutsving ( “a
ga over til andre tonearter”) og tonearter med faste fortegn. Derfor er det ngdvendig med en utjevning, en
likesvevende temperering.

1.3. Likesvevende temperering.

Anta at vi skal spille en G-dur skala pa et piano med pytagoreisk stemming. Vi ma da bestemme
frekvensforholdet for tonen fiss som ikke fins i C-dur skalaen. For a finne tonen fiss ma vi ga seks rene
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kvinter opp og 3 oktaver ned, noe som gir (E) (E) = m Frekvensforholdet mellom fiss og g, den

syvende og attende tonen i en G-dur skala, skulle egentlig veere lik frekvensforholdet for en pytagoreisk
256
halvtone, % men det er faktisk litt lavere, fordi vi ma ta forholdet mellom svingetallene for fiss og g

(3/2). Forholdet blir 0.94922.
9,10
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Middelverdien for de ulike heltonetrinn blir %:mzmﬂsoa Med likedeling skulle

heltonetrinnet bli omtrent 1.11803. (Kaller vi primens svingetall for 1 og heltonetrinnet x, far skalaens
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tredje tone svingetallet x*. Dette gir likningen x? :Z.) Ved temperert avstemming blir de fem

heltonetrinnene delt inn i halvtonetrinn og alle halvtonetrinnene gjort like store. Pa den maten finner vi

halvtonetrinnet x til 4 bli x = 1\2/5 ~ 1.05946.

| praksis trekker en fra eller legger til passende brgkdeler av det pytagoreiske og syntoniske
komma, i ferste rekke fra kvinter. Det blir da ofte for sma kvinter og for store terser. Pianostemmeren
stemmer farst etter intervallene oktav, kvint og kvart, og sa justerer han/hun halvtonetrinnene opp eller
ned sa intervallene hares like. Det siste avgjares etter hans/hennes geher. (Bjarklund, 1966.)

1.4. Centen og den fechnerske lov.

| 1864 introduserte engelskmannen A.J.Ellis enheten cent, C, for intervallberegninger. Til grunn
for innfgringen av den nye beregningsmaten for intervaller ligger en oppdagelse den tyske fysiker og
filosof Gustav Theodor Fechner (1801 - 1887),
http://www.stern.nyu.edu/~wstarbuc/Janusweb/sld004.htm, gjorde innenfor omradet psykofysikk, nemlig
en lov for fysiologiske sansefornemmelser (Rignes,1978). Den sier at gkningen i sansefornemmelsen er
proporsjonal med gkningen i sansepavirkningen og omvendt proporsjonal med sansepavirkningen.
Dersom vi bruker denne loven pa lydfornemmelser, setter vi for sansepavirkningen frekvensen f og

d
sansefornemmelsen lydstyrken L. Dette gir den matematiske sammenhengen dL = k-l. k er en

f

1
konstant som bestemmes ut fra gitte betingelser. Integralregning gir In<% = ;(L2 — Ll). Overgang til
1
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logaritmer med grunntallet 10 gir 1g== =

fi k

(L,-L).




Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791)

04343
av en oktav. Dette gir oss verdien pa k: 1g2 = T-12OO eller

Enheten cent er
k =1731256046. Antall cents for et aktuelt intervall kan derfor beregnes som

L,—L=C =3986.313715-lg%.
1

Alle de 12 like store halvtonetrinnene i den likesvevende temperering blir delt inn i like store deler

(100 C = 1 temperert halvtone). Like store vil si konstant frekvensforhold. Den rene kvinten far derfor

verdien 700 C i forhold til tolvtonesystemet, 702 C i forhold til de pytagoreiske og rene stemminger.

3
(C=13986313715- lgE = 701.96.) Verdien 150 C viser direkte at intervallet ligger midt mellom et hel-
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og et halvtonetrinn. | det pytagoreiske system beregner vi intervallet ren kvint + heltone ved Eg = E
dvs. ved multiplikasjon. | det nye systemet adderer vi enhetene 702 C + 204 C = 906 C.

2
(C=3986313715- lgl—g = 906.)

Det er interessant & se at grekerne hadde empirisk oppdaget den fechnerske Iov!
Sammenhengen mellom multiplikasjon og addisjon gar kanskje tydeligere fram dersom vi skriver

Ckvim + Cheltone = k ’ (lgé-‘r lgg) = k ’ lgég
2 8 2 8

Det er ellers verdt a legge merke til at det pytagoreiske komma er omtrent 24 cents, dvs. en
attedels tone. (Det fortelles at lille Wolfgang Amadeus (Mozart) en gang for sin pappa papekte at fiolinen
hans var uren, og at det dreide seg om en kvart halvtone. For kammertonens vedkommende skulle det
dreie seg om en “urenhet” pa omtrent 6 Hz!) Alt etter hvor elevene befinner seg i skoleverket gar det an a
utforske de forholdene vi her har betraktet. Et eksempel kunne vaere & bruke flasker av ulik hayde og
med varierende vannmengde til & lage den diatoniske skala og spille enkle melodier; bade pytagoreiske
og renstemte melodier, og sammenlikne disse med de melodiene en far ved a spille pa et temperert
klaver. | omradet ca. 50 - 500 Hz er den minste hgrbare frekvensforandring 1 - 2 Hz ved lydtrykknivaet 40
dB. (Bjgrklund.) (En ma bare huske pa at grunntonens balgelengde beregnes ut fra det fysiske forhold at
avstanden mellom vannflaten og flaskeapningen utgjer er firedel av belgelengden.)

Overgangen fra pytagoreisk stemming til lik temperering tok arhundrer og er en parallell til
forholdet mellom matematikk og musikk. Pa pytagoreernes tid var musikk en matematisk disiplin som
omhandlet tallforhold, braker og proporsjoner. Musikk som en del av matematikken holdt seg helt opp il
renessansen. Likestemming, eller avviket fra den pytagoreiske, ble ikke virkelig populeer far rundt 1630,
da Fader Mersenne formulerte uvurderlige regler for stemming ved hjelp av “svevinger”, og som brukes
den dag i dag. (Garland og Kahn, 1995.) Tabellen nedenfor viser en sammenlikning mellom pytagoreisk,
ren og temperert stemming.

Pytagoreisk stemming | Ren stemming Liketemperert Frekvenser i en C-dur
stemming skala med
kammertone 440 Hz
f (primens frekvens) f f ~262 Hz
9/8 f 9/8 f 1 ~294 Hz
2021122 f
81/64 f 5/4 f 1 ~330 Hz
23~1.260 f
4/3 f 4/3 f 5 ~349 HZ
22~1.335f
312 f 312 f 7 ~392 Hz
212~1.498 f
27/16 f 5/3 f 3 =440 Hz
24~1.682f
243/128 f 15/8 f 11 ~494 Hz
22~1.888 f
2f 2f 2f ~523 Hz
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Musikartiklen fortseettes i Matilde 27,
hvor vi ogsa herer om Arnold Schonberg

r AT

Arnold Schonberg
Dodekafoniens eller 12-tonemusikkens skaber

Det var Arnold Schonbergs analytiske sans, der i 1922 forte til losning af det musikalske formproblem indenfor totalitetens
rammer. Ndr det blev ham, der kom til at tilfore den total-bestemte musik raekkeprincippet, skyldes det at han i sin
undervisning, der hovedsagelig koncentrerede sig om analyse af fortidens storveerker, bestandig sogte udover den blotte
registrering af varkernes ydre overflade og ved indgdende motivanalyse sogte at afdeekke indre, psykologiske sammenhaenge
mellem formdele, som den seedvanlige analyse ikke kunne konstatere. Det var iseer Beethovens og visse af Brahms vaerker, han
pd denne mdde kulegravede. Han konstaterede, at alle selv de mest kontrasterende formelementer indenfor samme komposition
meget ofte ad rakketeknisk vej kan fores tilbage til et grundmotiv eller motivkompleks, som hele vaerket er funderet pa.




