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Statistik: (2 – test
Notesættet er ændret en lille smule af Gert uttenthal Jensen 16-10-2007
Anvendelser af statistik

Statistik er en samling metoder til at træffe fornuftbestemte afgørelser, når man er stillet overfor

uvished. Et problem kan behandles statistisk ved en procedure, der kan inddeles i fire stadier:

1) Indsamling og iagttagelse af data:

         indsamling af data og indledende behandling af data, det være sig beregning af få

         relevante tal (f.eks. gennemsnit, spredning, median) og fremstilling af relevante

         diagrammer (f.eks. histogrammer, lagkagediagrammer, søjlediagrammer, kassediagrammer).
2) Hypoteser:

         formulering af en formodning, en antagelse eller et mønster i data

3) Forudsigelser og fortolkning:

         hypoteserne afkræfte eller bekræftes, forstået på den måde, at man foregriber, hvad man vil

         se i undersøgelser, der endnu ikke er foretaget. Hvor stor en tillid skal man have til

         konklusionerne, og hvilke fejlmuligheder må der regnes med.

4) Verifikation:

         indsamling af nye data til at afkræfte eller bekræfte forudsigelserne.

Population og stikprøve

En population er en gruppe individer, som vi ønsker information om. Man opstiller typisk en hypotese (en formodning), som man så kan afkræfte eller bekræfte ud fra en statistisk undersøgelse. Når vi skal undersøge en population, som er så stor, at vi ikke kan undersøge/udspørge hvert individ i populationen, udtager man en stikprøve, dvs. en delmængde af populationen. Vi undersøger nu kun stikprøven. Det resultat, vi ender med, påstår vi så gælder for hele populationen med en hvis usikkerhed.

Størrelsen af den usikkerhed afhænger af to ting:

· Stikprøvens repræsentativitet, en stikprøve er repræsentativ for en population, hvis individerne i stikprøven og i population er ensartede med hensyn til det, vi vil undersøge. Dvs. jo mere repræsentativ vores stikprøve er, jo mere sikkert er det, at resultatet fra stikprøven også gælder for hele populationen. Måden/metoden, hvormed man udvælger sin stikprøve kan have meget stor indflydelse på, hvor repræsentativ stikprøven er. 

· Stikprøvens størrelse, jo flere individer vi undersøger/udspørger, jo mere sikre kan vi være på, at vores resultat fra stikprøven også gælder for vores population. Hvis det, vi ønsker at undersøge, er et sjældent fænomen i populationen, kræves der en ekstra stor stikprøve, for at vi kan få et sikkert resultat. 

Lad os se på et nogle groteske eksempler: 

· Vi vil undersøge, hvor mange danskere der kan kinesisk, så vi udspørger to tilfældige danskere på gaden i Silkeborg. Det viser sig, at den ene kan kinesisk. Ud fra denne stikprøve må vi altså konkludere, at 50% af danskerne kan kinesisk!  

· Vi vil igen undersøge, hvor mange danskere der kan kinesisk. Denne gang vil vi ringe 200 mennesker op og udspørge dem, om de kan kinesisk. Så vi tager telefonbogen og ringer op til de 200 første restauranter. Det viser sig, at 20 ud af de 200, vi taler med, kan kinesisk, så vi konkluderer, at 10% af danskerne kan kinesisk!

Essensen i statistik er metoder til at konkludere om en helhed (populationen) ud fra en

stikprøve. Det er derfor afgørende ved udtagelse af elementer i stikprøven, at stikprøven viser et

miniaturebillede af populationen, man siger stikprøven skal findes ved tilfældig udvælgelse.

Hvis stikprøven ikke udtages tilfældig er det ikke muligt at fæstne nogen form for tillid til

de hypoteser, der er blevet af– eller bekræftet. Eksemplerne herpå er utallige:

· Kort før præsidentvalget i USA, 1936, foretog man en meningsmåling, hvor stikprøven blev

      udtaget blandt bilejere og husstande med telefon. Ud fra stikprøven konkluderede man, at

      den republikanske guvernør Landon ville vinde i langt de fleste stater. Imidlertid blev

            demokraten Franklin D. Roosevelt genvalgt med den hidtil største valgsejr i USA’s historie.
            Hvad gik galt?

· Du kan godt bunde i åen. Gennemsnitsdybden er kun 50 cm. Hvad er galt?

Krydstabeltest: χ2 - test

Krydstabeller er en fællesbetegnelse for stikprøver, hvor data kan inddeles i forskellige kategorier.

Den teori, der gennemgås i denne lektion, gør det da muligt at påvise, om der findes en signifikant sammenhæng mellem disse kategorier. 

Bemærk, at testet ikke udtaler sig om, hvori en eventuel sammenhæng består.

Krydstabeltest omfatter to forskellige typer af test:

· test af uafhængighed

· test af homogenitet

De to nulhypoteser kan i ord formuleres som:

· H0 : Der gælder uafhængighed mellem kategorierne
· H0 : Der gælder homogenitet mellem kategorierne

hvor netop én af disse testes op mod den alternative hypotese:

· H1 : Der gælder ikke uafhængighed mellem kategorierne

· H1 : Der gælder ikke homogenitet mellem kategorierne

Om der er tale om et test af uafhængighed eller et test af homogenitet afhænger alene af den måde,

hvorpå stikprøven udtages. 
Der er tale om et uafhængighedstest, når man kun har oplysninger om stikprøvens størrelse, n.

Der er tale om et homogenitetstest, når man har yderligere oplysninger om stikprøvens fordeling på kategorier. Forskellen kan illustreres ved følgende 2 små eksempler:

· udtag en stikprøve på 600 personer (uafhængighedstest)

· udtag en stikprøve på 600 personer fordelt på 400 mænd og 200 kvinder(homogenitetstest)        
Den praktiske gennemførelse af et Krydstabeltest bygger på en sammenligning af to tabeller:

       O-tabellen er en tabel over de observerede data. 
       E-tabellen er en tabel over de data man vil forvente, hvis H0 hypotesen er sand.
Hvis H0 hypotesen afkræftes(forkastes) beregnes yderligere en tabel, den såkaldte Q-tabel, der så at sige viser, ”hvem den skyldige er”.

I noten betragtes endvidere et tredje test, det såkaldte Goodness of Fit test, hvor der her testes, om

data kan anses som værende repræsentativ for en kendt populationen. Typisk vil man være interesseret i, om data er repræsentativ, hvad køn og alder angår.
Eksempel 1 (homogenitetstest)
Byrådet i en kommune ønsker at lave et nyt hovedbibliotek i bymidten. Da der er en del protester fra folk laves en spørgeundersøgelse, hvor man spørger 200 personer fra kommunens landdistrikt, 100 personer fra bymidten og 100 personer fra byens yderdistrikt om, de er enige eller uenige i udsagnet ”Kommunen bør bygge et nyt hovedbibliotek i bymidten”. 
Resultatet af undersøgelsen fremgår af nedenstående tabel:

Tabel over de observerede værdier(O-tabellen): (Antal kolonner: k = 3, antal rækker: r = 3)

	Område\holdning
	Enig
	Uenig
	Ved ikke
	Sum

	Landdistrikt
	106
	86
	8
	200

	Byens yderdistrikt
	67
	24
	9
	100

	Bymidten
	71
	22
	7
	100

	Sum
	244
	132
	24
	400


Hypoteser:

H0: Mønstre i holdningen er det samme i de 3 distrikter. 

H1: Mønstre i holdningen er ikke det samme i de 3 distrikter.
Signifikansniveau = 5%
Tabel over de forventede værdier (E-tabellen)
	Område\holdning
	Enig
	Uenig
	Ved ikke
	Sum

	Landdistrikt
	122
	66
	12
	200

	Byens yderdistrikt
	61
	33
	6
	100

	Bymidten
	61
	33
	6
	100

	Sum
	244
	132
	24
	400


            Bemærk, at alle værdier i E-tabellen er over 5. 
Beregning: den forventede værdi (celle: Landdistrikt ( Enig): 
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Teststørrelsen: 
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p-værdi: p = P(T ≥ 19,7) = 0,0006 = 0,06%  , hvor   T ~ χ 2 ((k-1)·(r-1)) dvs. T ~ χ 2 (4)
Grafregner (TI-84): 
Tast 2nd VARS for at vælge DISTR. Her vælges χ 2 cdf(  og denne funktion skal have tre argumenter: χ 2 cdf(nedre grænse, øvre grænse, antal frihedsgrader) . 

Tallet P(T ≥ 19,7) bestemmes ved at taste: χ 2 cdf(19.7,10^99,4) .  
Da p-værdien er mindre end signifikansniveauet 0,05 afkræftes (forkastes) H0, der gælder således ikke det samme holdningsmønster i de tre områder.

Da vi forkastede H0 betyder det at Tberegnet =19,7 er en ekstrem stor værdi. Tberegnet er summen af k·r ( = 3·3 = 9) led. Vi vil nu undersøge, hvilke af de k·r led 
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, der er specielt store og dermed ”hvem den skyldige er?”. 
Tabel over de enkelte bidrag til teststørrelsen: (Q-tabellen)
	Område\holdning
	Enig
	Uenig
	Ved ikke

	Landdistrikt
	2,1
	6,1
	1,3

	Byens yderdistrikt
	0,6
	2,5
	1,6

	Bymidten
	1,6
	3,7
	0,2


Det er især de uenige, der fordeler sig skævt på de tre områder. Af O-tabellen fremgår det, at det især i landdistriktet er mange uenige og, at der er en tendens til, at jo længere væk fra bymidten man er, jo flere uenig bor der.

	Homogenitetstest
I en homogenitets test spørger man r forskellige grupper mennesker med i alt n personer. Hver person har de samme k svarmuligheder. Vi tester hypotesen om at fordelingen af svarene er de samme indenfor hver gruppe (at der er homogenitet mellem de r grupper).
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De forventede værdier under forudsætning af at der er homogenitet mellem de r grupper er
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Vores teststørrelse beregnes som
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Om denne teststørrelse ved vi  T ~ χ 2 ((k-1)·(r-1))  hvis alle de observerede og alle de forventede værdier er større eller lig med 5.
Hvis sandsynligheden for at få en observation med endnu større afvigelse er under et signifikansniveau på 0.05 vil vi normalt forkaste hypotesen.

I TI-interactive bestemmes testsandsynligheden hørende til 
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 i en χ 2 (4)-fordeling på følgende måde. Vi søger tallet P(T>12.34) og det beregnes ved chisquarecdf(12.34 , 10^99,4)




Eksempel 2 (uafhængighedstest)
I en spørgerskemaundersøgelse om danskers holdning til indvandreres kontanthjælp spørges 186 personer om de er enige eller uenige i udsagnet ” indvandrere bør have mere i kontanthjælp end de får i dag”.  Ud fra svarene konstrueres en krydstabel: køn × holdning.  Det skal nu undersøges, om der er signifikant forskel mellem mænds og kvinders holdning til indvandreres kontanthjælp samt om stikprøven er repræsentativ med hensyn til køn.

Tabel over de observerede værdier(O-tabellen): (Antal kolonner: k = 2, antal rækker: r = 2)

	Køn\Holdning
	Enig
	Uenig
	Sum

	Kvinder
	79
	28
	107

	Mænd
	40
	39
	79

	Sum
	119
	67
	186


Hypoteser:

H0: Der gælder uafhængighed mellem køn og holdning

H1: Der gælder ikke uafhængighed mellem køn og holdning

Signifikansniveau = 5%
Tabel over de forventede værdier (E-tabellen)

	Køn\Holdning
	Enig
	Uenig
	Sum

	Kvinder
	68,5
	38,5
	107

	Mænd
	50,5
	28,5
	79

	Sum
	119
	67
	186


                         Bemærk, at alle værdier i E-tabellen er over 5.
Teststørrelsen: 
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      ;   T ~ χ 2 ((k-1)·(r-1)) dvs. T ~ χ 2 (1)
p-værdi: p = P(T ≥ 11,0) = 0,0011 = 0,11% 

Da p-værdien er mindre end signifikansniveauet (0,05) forkastes H0, der gælder altså ikke uafhængighed mellem køn og holdning. Der er signifikant forskel mellem mænds og kvinders holdning til indvandreres kontanthjælp.

Tabel over de enkelte bidrag til teststørrelsen: (Q – tabellen)
	Køn\Holdning
	Enig
	Uenig
	Sum

	Kvinder
	1,4
	4,0
	5,4

	Mænd
	2,8
	2,9
	5,6

	Sum
	4,2
	6,8
	11,0


Mænd svarer generelt ikke som forventet, mens kvinderne er underrepræsenteret i kategorien ”Uenig”.

	Uafhængighedstest
I en uafhængighedstest spørger i alt n personer og registrerer dels hvilken af de r forskellige grupper mennesker personerne falder i og dels hvilken af de k svarmuligheder de vælger. Vi tester hypotesen om at svarene er uafhængige af hvilken gruppe vi befinder os i.

Bemærk at problemstilling og beregningsprocedure minder meget om homogenitetstesten. Forskellen er bare at vi her har en undersøgelse, hvor alle er valgt tilfældigt, mens vi ved i homogenitetstesten valgt fx 100 tilfældigt fra landet og 200 tilfældigt fra byen. 
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De forventede værdier under forudsætning af at der er uafhængighed mellem de r grupper er
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Vores teststørrelse beregnes som
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Om denne teststørrelse ved vi  T ~ χ 2 ((k-1)·(r-1))  hvis alle de observerede og alle de forventede værdier er større eller lig med 5.

Hvis sandsynligheden for at få en observation med endnu større afvigelse er under et signifikansniveau på 0.05 vil vi normalt forkaste hypotesen.

I TI-interactive bestemmes testsandsynligheden hørende til 
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 i en χ 2 (4)-fordeling på følgende måde. Vi søger tallet P(T>12.34) og det beregnes ved chisquarecdf(12.34 , 10^99,4)




Goodness of Fit test
Goodness of Fit testet anvendes til at undersøge om en forelagt fordeling (de observerede værdier) følger en i forvejen kendt fordeling (de forventede værdier). Hypotesen om at disse to fordelinger er ens testes med et χ 2 -test, idet de observerede værdier opstilles i en 1(k-tabel (O-tabellen), hvor k er antallet af udfald/kategorier. Lad os se på to eksempler.
Eksempel 2(fortsat)
Undersøgelse af repræsentativitet med hensyn til køn:

Fordelingen af kvinder henholdsvis mænd i befolkningen antages her at være 51% - 49%. Denne

fordeling skal også kunne findes i en stikprøve, hvis undersøgelsen skal kunne betegnes som

repræsentativ med hensyn til køn.

Hypoteser:

H0: Andelen af kvinder er 51% og andelen af mænd er 49%

H1: Andelen af kvinder er ikke som angivet ovenfor.
Signifikansniveau = 5%
Tabel over de observerede værdier(O-tabellen) (k = antal grupper = 2):

	Køn
	Kvinder
	 Mænd 
	 sum

	Antal
	107
	79
	186


Tabel over de forventede værdier(E-tabellen):

	Køn
	Kvinder
	 Mænd 
	 sum

	Antal
	94,9
	91,1
	186


                værdier i E-tabellen er over 5.
Beregning: 51% af 186 = 0,51·186 =94,9 .

Teststørrelsen: 
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p-værdi: p = P(T ≥ 3,15) = 0,076  ,hvor T ~ χ 2 (k-1) dvs. T ~ χ 2 (1)
Da p-værdien er større end signifikansniveauet accepteres H0, stikprøven er altså repræsentativ

med hensyn til køn. OBS. da p-værdien 7,6% er tæt på signifikansniveau 5% er resultatet af testet usikkert og bør undersøges nærmere.

	Goodness of Fitt test
Goodness of Fit testet anvendes til at undersøge om en forelagt fordeling (de observerede værdier) følger en i forvejen kendt fordeling (de forventede værdier). Hypotesen om at disse to fordelinger er ens testes med et χ 2 -test, idet de observerede værdier opstilles i en 1(k-tabel (O-tabellen), hvor k er antallet af udfald/kategorier
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Om denne teststørrelse ved vi  T ~ χ 2 (k-1)  hvis alle de observerede og alle de forventede værdier er større eller lig med 5.

Hvis sandsynligheden for at få en observation med endnu større afvigelse er under et signifikansniveau på 0.05 vil vi normalt forkaste hypotesen.




Eksempel 3
En industrigartneri producere blomsterløg der lægges i poser med 3 i hver. Gartneriet skriver på poserne at 2 ud af 3 løg vil spire. En haveejer købe 200 poser med blomsterløg og så løgene posevis i 200 rækker i sin have, således at alle 600 løg har samme og gode vækstbetingelser. Da blomsterne er sprunget ud tæller havemanden, hvor mange løg i hver række der har spiret, idet havemande tror, at han er blevet snydt af gartneriet. Havemanden ved, at antallet af løg i en pose der spirer, er binomialfordelt bin(3,0.67). Så han vil lave et Goodness of Fit test.    
Hypoteser:

H0: Fordelingen af løg der spirer i en pose er bin(3,0.67)
H1: Fordelingen af løg der spirer i en pose er ikke bin(3,0.67)

Signifikansniveau = 5%

Tabel over de observerede værdier(O-tabellen) (k = 6):

	Antal løg der spirer
	0
	1
	2
	3

	Antal poser
	6
	54
	87
	53


Tabel over de forventede værdier(E-tabellen):

	Antal løg der spirer
	0
	1
	2
	3

	Antal poser
	7,2
	43,8
	88,9
	60,1


værdier i E-tabellen er over 5. 

Beregning: P(X = 0) =
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   , hvor X~bin(3,0.67)
Teststørrelsen: 
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p-værdi: p = P(T ≥ 3,37) = 0, 34  , hvor T ~ χ 2 (k-1) dvs. T ~ χ 2 (3)
Da p-værdien er større end signifikansniveauet bekræftes/accepteres H0. Testet bekræfter, at antallet af løg der spirer i en pose med 3 løg, er bin(3,2/3), og dermed reglen om at 2 ud af 3 løg spirer.

Øvelser
Øvelse 1:  I en undersøgelse af danskernes holdning til TV-kanalen DR2 besvarer 300 dansker på spørgsmålet ”jeg ser mindst et program om ugen på DR?”. Resultatet af svarende:
	svar/alder
	15-29 (unge)
	30-49 (middel)
	50+ (ældre)
	sum

	ja
	36
	78
	47
	161

	nej
	31
	63
	45
	139

	sum
	67
	141
	92
	300


             Data er fiktive.

Test om der er uafhængighed mellem svar og alder med et signifikansniveau på 5%.

Lav Q-tabellen hvis hypotesen afkræftes. 

Bestem forkastelsesmængden.
Øvelse 2:  Laboratoriepåviste tilfælde af Klamydia i 2004:
	Køn/alder(år)
	0-19
	20-24
	25-29
	30-34

	 Mænd
	1436
	3008
	1755
	805

	Kvinder
	4959
	5210
	2278
	883


           Kilde: Statisk årbog 2005.
Undersøg om aldersfordelingen af Klamydiatilfælde er ens for mænd og kvinder med et signifikansniveau på 5%. Bestem forkastelsesmængden for et signifikansniveau på 5%.  

Lav Q-tabellen hvis hypotesen afkræftes. 

Øvelse 3:  Fil et hjørne af en terning og undersøg på baggrund af 120 kast med terningen om alle udfald stadig er lige sandsynlige.

Kilde
Notat bygger på et notat på www.mat.dk  af Lars Andersen: ”Anvendelse af statistik. Notat om deskriptiv statistik, χ 2-test og Goodness of Fit test”, men er udbygget en del med både forklaringer og opgaver.
Bilag 1

Hypotesetestning

Når vi ønsker at teste en hypotese, udfører vi et stokastisk eksperiment. Ud fra det vi observerer (de observerede værdier/observationsættet), vil vi vurdere, om hypotesen kan afkræftes eller bekræftes. På dette grundlag kan vi ikke afgøre om en hypotese er sand eller falsk, derfor skal man være påpasselig med sit ordvalg.

Får vi en observation, der passer dårligt med hypotesen, er det ikke sikkert, at den er falsk. Derfor bruger man formuleringen: "hypotesen afkræftes" og med det mener vi, at det ikke er urimeligt, at hypotesen er falsk.

Får vi en observation, der passer godt med hypotesen, er det ikke sikkert, at den er sand. Derfor bruger man formuleringen: "hypotesen bekræftes" og med det mener vi, at det ikke er urimeligt, at hypotesen er sand. 

Nå man opstiller en hypotese formuleres den altid således, at der ikke er nogen effekt/forskel, af det man vil undersøge. F.eks. vil en læge, som undersøger om rygning øger risikoen for at få lungebetændelse, opstille hypotesen: "rygning påvirker ikke risikoen for at få lungebetændelse". Derfor kaldes hypotesen for nulhypotesen (nul-effekt). Man vil ofte være mest interesseret i at afkræfte nulhypotesen, så man kan indikere, at der er en effekt.

Den alternative hypotese er alternativet til nulhypotesen. Der kan godt være flere muligheder for valg af den alternative hypotese. F.eks. kan lægen ovenfor vælge den alternative hypotese: "rygning påvirker risikoen for at få lungebetændelse". Det betyder, at nulhypotesen afkræftes, hvis rygning formindsker eller forøger risikoen for at få lungebetændelse, i så fald kalder vi testet tosidet. Lægen kan også vælge den alternative hypotese: "rygning forøger risikoen for at få lungebetændelse". Det betyder at nulhypotesen kun afkræftes, hvis rygning forøger risikoen for at få lungebetændelse, og så kalder vi testet ensidet. Den sidstnævnte alternative hypotese virker nok mest rimelig.

χ 2 –testet er altid ensidet, idet kun store værdier af 
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føre til afkræftelse af nulhypotesen.
Til en statistisk test hører en teststørrelse T, det vil sige en stokastisk variabel der beskriver de observersionsættet . I testene i dette notat er teststørrelse T altid χ 2 –fordelt. Teststørrelse T skal rang ordne alle mulige observationssæt efter, hvor godt de passer til nulhypotesen. 
Ved hjælp af teststørrelse beregnes p-værdien, som er sandsynligheden for, at vi i et nyt eksperiment får et observationssæt, der passer mindst lig så dårlig med nulhypotesen, som det observationssæt, som vi har observerede. p-værdien beregnes under antagelse af nulhypotesen er sand (p står for det engelske ord "probability"). 

I χ 2 –testen vil vi kalde den beregnede værdi af teststørrelsen for Tberegnet. De observationssæt, der passer mindst lige så dårligt med nulhypotesen som vores observationssæt, har T-værdier der er mindst lige så store som Tberegnet. Det vil sige, at p-værdien = P(T ≥ Tberegnet), hvor T er χ 2 –fordelt.  
Endelig skal vi ud fra p-værdien vurdere, om nulhypotesen kan afkræftes eller bekræftes. Der findes intet logisk matematisk grundlag, der entydigt fortæller os, hvornår vi skal afkræfte eller bekræfte en nulhypotese. Det er et af de steder i statistikken, hvor det bliver lidt løst/subjektivt.

Hvis p-værdien er lille, er observationen ekstrem i forhold til nulhypotesen, dvs. nulhypotesen kan afkræftes.

Hvis p-værdien derimod er stor, er observationen ikke ekstrem i forhold til nulhypotesen, dvs. nulhypotesen bekræftes.

Grænsen mellem en lille (H0 afkræftes) og en stor (H0 bekræftes) p-værdi kaldes for signifikansniveauet. Signifikant betyder "betydelig" eller "ikke ubetydelig" underforstået grænsen mellem en ubetydelig effekt og en betydelig effekt. Signifikansniveauet bør fastlægges før observationen fra det stokastiske eksperiment kendes. Vi siger, at vi tester hypotesen på et 5% signifikansniveau og mener, at hvis p-værdien er under 5%, vil vi afkræfte hypotesen, dvs. der er en signifikant effekt (en betydelig effekt).

Man anvender ofte et signifikansniveau på 5% (eller 1%), men der er ikke nogen logisk grund til denne værdi, den er nærmest blevet en tradition. Man kan sige, at jo større signifikansniveauet bliver, jo nemmere er det at få afkræfte nulhypotesen (og det er ofte, det der er interessant), men hermed bliver det også nemmere at afkræfte en sand hypotese, hvilket man kalder fejl af type 1. Fejl af  type 2 er når en falsk hypotese bekræftes.

For at få styr på begreben kan vi betragte en tabel over på den ene side nulhypotesens sandhedsværdi og på den anden side resultatet af testet:

	hypotesen
	sand
	falsk

	bekræfter
	☺
	fejl af type 2

	afkræfter
	fejl af type 1
	☺


I vores retssystem kan vi arbejde med fejl af type 1 og type 2. Nulhypotesen er, at en mand er uskyldig.  Fejl af type 1, er når manden dømmes, men er uskyldig (den sande hypotese afkræftes). Fejl af type 2 er, når manden frifindes og er skyldig (den falske hypotese bekræftes). I retssystemet er det altid anklageren, der har bevisbyrden, og dette er for at mindske risikoen for at dømme en uskyldig (fejl af type 1). 

Hvis en kvinde tager en graviditetstest er nulhypotesten, at hun ikke er gravid. Fejl af type 1 opstår, hvis prøven er positiv, når hun ikke er gravid og fejl af type 2 opstår, hvis prøven er negativ, når hun er gravid.

Antag, at vi fastlægger signifikansniveauet, f.eks. til 5%. Forkastelsesmængden (det kritiske område) er mængden af de mest ekstreme udfald, hvis samlede sandsynlighed er 5% . Forkastelses-mængden er altså mængden af de udfald, der vil føre til afkræftelse af nulhypotesen på et 5% signifikansniveau. Hvis vi observerer et udfald i forkastelsesmængden, skal vi således forkaste nulhypotesen. 

Sandsynligheden for fejl af type 1 er lig med sandsynligheden for at observere et udfald i forkastelsesmængden, hvilket er lig med signifikansniveauet (men kan være lidt under, når fordelingen er diskret som f.eks. binomialfordelingen).

Det er ofte svært at beregne p-værdier. Den generelle teori om likelihoodfunktionen og -2log(Q) teststørrelsen kræver langt mere tid, end vi har til rådighed. 

Bilag 2
χ 2-fordelingen
Lad X være en stokastisk variabel, der antager værdier i [0,([.
Vi siger, at X er χ 2-fordelt med f frihedgrader (f er fordelingen parameter) hvis,
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og hvor tæthedsfunktionen er    
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Nævneren i tæthedsfunktionen er en konstant, der afhænger af f og som sikre, at arealet under grafen for gf (x) er 1. 
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P(a ≤ X ≤ b) er altså lig med arealet mellem x-aksen og grafen for gf (x) fra x =a til x =b (se figuren ovenfor til højre). Vi siger, at P(X ≤ x) beregnes som det bestemte integral af gf (x) med nedre grænse 2 og øvre grænse 5. Bemærk, at  P(0 ≤ X < () = 1, da arealet under hele grafen er 1.  Dette svarer til, at summen af alle sandsynlighederne er 1 i en fordeling med et endeligt antal udfald.

Grafregneren (TI-84plus, Ti-89 og TI-InterActive!)

TI-84plus, Ti-89

Tast 2nd VARS for at vælge DISTR. Her vælges χ 2 cdf(  og denne funktion skal have tre

argumenter: χ 2 cdf(nedre grænse, øvre grænse, frihedsgrader) .

Når X er χ 2-fordelt med 1 frihedsgrader (f = 1) bestemmes tallet P(X ≥ 19,7) ved at taste: χ 2 cdf(19.7,10^99,1) .

Tæthedsfunktionen gf (x) hedder χ 2 pdf(x, frihedsgrader) og fremkommer ved at taste 2nd VARS for at vælge DISTR og vælge χ 2 pdf( .    

TI-InterActive!
Når X er χ 2-fordelt med 1 frihedsgrader (f = 1) bestemmes tallet P(X ≥ 19,7) ved at taste:  chisquarecdf(19.7,10^99,1) .

Tæthedsfunktionen gf (x) skrives chisquarepdf(x, frihedsgrader) . 

Bilag 3
χ 2-test: teori
Vi vil her gå lidt mere teoretisk til værks med χ 2-testet for en 2(2-tabel. Vi ser på et eksempel med en gruppe piger og drenge, der i gymnasiet har valgt matematik på niveau C eller højere AB 
De observerede værdier (O-tabellen):

	Køn/mat. niveau
	C
	AB
	Sum

	Dreng
	O11
	O12
	R1 = O11 + O12

	Pige
	O21
	O22
	R2 = O21 + O22

	Sum
	K1 = O11 + O21
	K2 = O12 + O22
	n


Her er n antallet af observationer i alt, K1 og K2 er kolonnesummerne (antal elever med hhv. C-niveau eller højere) og R1 og R2 er rækkesummerne (antal drenge og antal piger). Rækkeindekset kaldes i, kolonneindekset kaldes j, antallet af rækker kaldes r og antallet af kolonner kaldes k.
Hypotesen om homogenitet betyder, at drengene og pigerne fordeler sig på samme møde over de to niveauer men også det omvendte at de to niveauer fordeler sig på samme møde over de to køn. Dvs. de to variable indgår symmetrisk i hypotesen.

De Forventede værdier (E-tabellen):

	Køn/mat. niveau
	C
	AB
	Sum

	D
	E11
	E12
	R1 = E11 + E12

	P
	E21
	E22
	R2 = E21 + E22

	Sum
	K1 = E11 + E21
	K2 = E12 + E22
	n


De forventede værdier Eij beregnes så rækkesummerne og kolonnesummerne er uændret og således, at den procentvise fordeling i alle rækker er ens og den procentvise fordeling i alle kolonner er ens. Dette er netop betingelsen om homogenitet. Udtrykke med betinget sandsynligheder er kravet 
P(AB|Dreng) = P(AB|Pige)   (som automatisk giver at P(C|Dreng) = P(C|Pige))   og
P(Dreng|C) = P(Dreng|AB)   (som automatisk giver at P(Pige|C) = P(Pige|AB))
Beregningsmetoden 
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Det vil sige, at hypotesen om homogenitet er rimelig, hvis de forventede værdier Eij er tæt på de observerede værdier Oij . Derfor ser man på forskellen mellem disse værdier i χ 2-testet. Forskellen kvadreres 
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 så den altid er positiv uanset og Oij er større eller mindre end Eij . Dette udtryk for forskellen mellem Oij og Eij ses i forholde til den forventede værdi Eij. Således giver det god mening at se på teststørrelsen:
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T er tilnærmelsesvist χ 2-fordelt med (k – 1)·(r – 1) frihedsgrader (dette beviser vi ikke). Tilnærmelsen er rimelig hvis
n ≥ 60 og Eij ≥ 5.
Når man i det konkrete eksempel har beregnet værdien af teststørrelsen Tberegnet, skal man så afkræfte eller bekræfte hypotesen. En stor værdi af Tberegnet vil føre til afkræftelse af hypotesen, mens en lille værdi af Tberegnet vil føre til bekræftelse af hypotesen. Om Tberegnet er lille eller stor afgøres ved hjælp af p-værdien (dvs. sandsynligheden for at få en T-værdi, der passer mindst lige så dårligt med hypotesen, som den T-værdi vi har beregnet) og sammenligne den med et signifikansniveau på (typisk) 5%.
p-værdi = P(T ≥ Tberegnet) ,  hvor  T er χ 2-fordelt med (k – 1)·(r – 1) frihedsgrader
Hvis p-værdien er under 5% bekræftes hypotesen og ellers afkræftes hypotesen. 

Ønsker vi, at bestemme forkastelsesmængden (de T-værdier der afkræfter/forkaster hypotesen) med et signifikansniveau på 5%, skal vi løse uligheden P(T ≥ Tberegnet) ≥ 0,05 mht. Tberegnet.

Det gøres ved at tegne graferne i grafregneren/TI-InterActive! for 
Y1 = 0,05  og  Y2 = χ 2 cdf(0,x,frihedgrader) og anvende funktionen ”intersect”.
Test af uafhængighed og test af homogenitet udføres på samme måde, hvilket fremgår af følgende sætning.
Sætning: 
Homogenitet og uafhængighed er den samme hypotese/betingelse.

Bevis: 
Vi nøjes med at se på niveau AB. For niveauet C er beviset tilsvarende.

Uafhængighed af køn og niveau kan udtrykkes ved:
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Denne identitet udtrykker netop betingelsen om homogenitet. Beviset er hermed færdigt.
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