T*-Teachers Teaching with oy ™

TI-72Spire CAS

Software version 3.6

&, TI-72spire’
Student Software
" W >

Eksempelsamlingen 2. del: Grundlaeggende ferdigheder og begreber

0. Dokumentstyring
1. Variabelstyring

2. Ligninger og uligheder
3. Funktioner
4. Regressionsmodeller

5. Deskriptiv statistik
6. Sandsynlighedsregning
7. Hypotesetest

8. Vektorer og rumgeometri
9. Differentialligninger



TI-72Spire cAs
Eksempelsamlingen 2. del — Grundlaeggende feerdigheder og begreber
Copyright © Maj 2014 by Texas Instruments

Eksempelsamlingen vedligeholdes af

Mette Vedelsby, mette.vedelsby@skolekom.dk
Gert Schomacker, gert.schomacker@skolekom.dk
Bjern Felsager, bjoern.felsager@skolekom.dk

Denne PDF-fil er gratis og ma frit bruges til undervisningsformal. Det er herunder tilladt at kopiere
og uddele hele eller dele af filen bade som fil og pa tryk.

I publikationer med copyright, skal kilden n&vnes som “Gengives med tilladelse fra Texas Instru-
ments”.

Filen kan hentes pa www.education.ti.com/danmark eller ved henvendelse til Texas Instruments pd
tlf.: 38 18 19 56 eller email: ti-cares@ti.com.




Grundlaggende feerdigheder og begreber er anden (og sidste del) del af Eksempelsamlingen. Den kan
ikke bruges som en forste introduktion til matematikprogrammet TI-nspire™ CAS, men forudsatter et vist
kendskab til hvordan programmet er opbygget og hvordan man handterer de enkelte vaerksteder. Som begyn-
der anbefales man i stedet at starte med Eksempelsamlingen forste del: Introduktion til vaerkstederne,
eller man kan kigge i oversigtshaftet Velkommen til TI-Nspire CAS, der ogsé indeholder aktiviteter til at
komme i gang med TI-Nspire CAS.

I dette heefte gar vi mere i dybden med hvordan man arbejder med dokumenter i TI-Nspire CAS, herunder
hvordan man kan skrive sammenhangende projekter i de to dokumentformater, der tilbydes: Document-
View og PublishView. Vi gér ogsd mere i dybden med hvordan de enkelte vaerksteder bindes sammen af
Variabelregistret, der tillader information fra et vaerksted at styre hvad der sker i et andet vaerksted, og der-
ved abner mulighed for at man samtidigt kan arbejde med forskellige matematiske reprasentationer — tabel-
ler, grafer og ligninger — i den matematiske modellering af et begreb eller et problem.

Derefter kommer der en reekke kapitler, der er emneorienterede, hvor vi kigger naermere pa grundleggende
matematiske teknikker og begreber. En gennemarbejdning af disse kapitler vil dels satte laeseren i stand til at
héndtere rutineberegninger, savel symbolsk som numerisk og grafisk, herunder selvfolgelig at lose simple
eksamensopgaver. Men der vil ogsa blive givet eksempler pa hvordan man kan lege med de matematiske
begreber og opbygge interaktive dynamiske dokumenter med vaerksteder, der spiller sammen og belyser
forskellige aspekter af de matematiske begreber. Nogle af disse afsnit vil veere mere udfordrende og det er
ikke alle, der vil vaere motiverede for og have talmodighed til at gennemarbejde sddanne projekter. Afsnit af
en sddan mere udfordrende karakter vil vaere markeret med en * og kan overspringes ved en forste gennem-
laesning uden at man mister muligheden for at arbejde med de gvrige afsnit.

Man kan ogsa sagtens uden storre besver lase kapitlerne i en vilkarlig reekkefolge, athengig af pa hvilket
niveau og 1 hvilken reekkefolge de forskellige matematiske emner dukker op i undervisningen. Athangigt af
hvilken status lommeregneren har, vil man ogsa kunne gore Beregnings-varkstedet til det centrale regne-
varksted i stedet for som her Note-varkstedet. Kommandoerne er felles og det skulle ikke vere svart at
styre eksemplerne fra et Beregnings-varksted i stedet.

Denne eksempelsamling har fokus pa programmets anvendelse pa computere, hvad enten der er tale om PC
med Windows eller MAC-computere. Der er nogle ganske fa forskelle pa hvordan PC-versionen og MAC-
versionen fungerer. Disse vil blive papeget underve;js.

Programmet kan ogsa anvendes pa lommeregnerne/handholdte og iPads. Mdden man arbejder med pro-
grammet pd en lommeregner eller en iPad adskiller sig dog s& meget fra computerversionen, at det forelig-
gende hafte ikke vil vaere hensigtsmaessigt til disse platforme.
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Husk at skifte til
Sidestorrelse Com-
puter, fx med
Ctrl/Cmd Shift Alt
N.

Tip

Ctrl/Cmd I er en
meget nyttig genvej
til indszttelse af nye
sider.

Tip

Du flytter rundt pa
siderne i Sidesorte-
reren ved blot at
treekke til den en-
skede placering.
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Dokumentstyring

I TI-Nspire CAS til computere kan du arbejde med to forskellige dokumentformater:
DocumentView og PublishView. Begge er forberedt til at blive udskrevet pé papir, men
det forste arbejder med halve ark, det andet med hele ark. De kan — med lidt forsigtighed
— konverteres indbyrdes til hinanden.

DocumentView
Vi vil forst se pa hvordan man hensigtsmeessigt kan arbejde med DocumentView.

Et klassisk TI-Nspire CAS dokument (tns) bestér af en raekke opgaver, der igen bestér af
en raekke sider, der igen kan opdeles i et antal vaerksteder (op til fire).

Nar du starter TI-Nspire CAS vil et nyt dokument blive oprettet. Dette dokument inde-
holder én opgave (Opgave 1) med én side, som skal have tilfojet ét vaerksted. Med Ind-
seet - knappen [ | indsatter du flere sider i den aktuelle opgave eller en helt ny opgave.
Her kan du ogsa valge mellem to programmeringsverksteder, idet TI-Nspire CAS under-
statter to forskellige programmeringssprog: Et primitivt procedureorienteret programme-
ringssprog BASIC (Programeditor)og et avanceret objektorienteret scriptbaseret pro-
grammeringssprog LUA (Scripteditor). I gvrigt er TI-Nspire CAS selv skrevet i LUA,
ligesom mange computerspil ©. Vi kommer ikke ind p& programmering i dette haefte.

=E1 Tilfgj Beregninger

W 2:Tilfa] Grafer
[N 3:Titrs] Geometri
- 4:Tilfgj Lister og Regneark

11 5:Tilfgj Diagrammer og statistik _

(B inseet | @ 3 - | F -

¥ opgave
¥ side Cirl+l

B.Tilfg] Moter

2N 7:Titfgj Vemier DataQuest™

Klik her for at tilfaje en applikation ﬁs Beregninger

-ﬁ Grafer

é Geometri

-] Lister og Regneark

1} Diagrammer og statistik
Naoter

_J Vernier DataQuest™

4 b B ﬂF‘mgramed\mr v

"~ Dokumentl X
idestarrelse:Computer 1 Indstillinger

Pa skaermbilledet neeste side ser du 2.1 nederst 1 vinduet. Dette viser, at du aktuelt befin-
der dig i Opgave 2, side 1.

Tykkelse: [100% - | - + 21 Scripteditor i

I sidepanelet til venstre vises siderne i det aktuelle dokument som miniaturer. Dette gor
det bekvemt at bladre i dokumentet: Klik pa en af miniaturerne og brug piletasterne til at
bladre op og ned. Du kan dog ogsé bruge rullebjelken til hgjre til at bladre i siderne,
ligesom du kan bruge genvejen Ctrl/Cmd » (naste side) og Ctrl/Cmd « (forrige side).

Ved at klikke pa et indfoldnings-ikon = henholdsvis et udfoldnings-ikon # &bner og
lukker du for visningen af en Opgave. I miniature visningen kan du ogsa @ndre pa raek-
kefolgen af siderne: Naviger til den side, du vil flytte, og treek siden hen, hvor du vil have
den. Du kan ogsé flytte sider mellem to opgaver, men det kraever, at der ikke er sammen-
fald af benyttede variabelnavne. Endvidere kan du slette den aktuelle side i miniaturevis-

ningen med DEL — en handling du naturligvis kan fortryde med .
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Tip

Du kan @ndre
opgavetitlerne ved
at hejreklikke pé en
titel og vaelge Om-
dob F2 .

4

[H—]Hﬂﬂﬂﬂ]ﬂ]@ |Hﬂ

0: Dokumentstyring
4 Opgave i trigonometri - T-Nspire™ CAS Stwdent Software ' 0 e [E=R )

Fil Rediger Vis Indsaet Veerkizjer Vindue Hjzlp

@ h @ E‘ m % @ @ @\ndsﬁt - 653 \E - @ - @Ekssmpe\msﬂmg afdokument -

»

Dokumentvarktejslinje 3 &

sEe =

|~ Opgave1

vév.T\—NspireSans ~ 11 - |A A B I U A A, asc

-

Opgave i trigonometri

To personer bestemmer en flods bredde vha. et malebind
og en vinkelmiler. De to personer stir med 11 meters
afstand og maler sigtevinkleme 4 og Ctil et r= pa den
anden side af floden. Vinkel 4 miles til 79° og vinkel C'
1l 64° (se figur)
a) Bestem |BC|
b) Bestem flodens bredde, dvs. hejden fra Bi trekant e
|~ Opgave2 ABC I )

Il
=
n
=
X
Il

sinl
a) Til bestemmelse af |BC| benyttes sinusrelationen:

Farst bestemmes vinkel 5:

B =180-A-C=180-79-64

Derefter szttes de kemdte starrelser ind i sinus—relationen
1
be 11
50]Ve | —=—— b
Iy sin(79) sin(37)
; Dette viser, at siden BC har lzengden 17.94.

- " Eulers metode x| " Trigonometriopgave x‘ " Opoave itrigonometri % 4 b8
‘ 21 ’

Sidestaerrelse:Computer Indstillinger - Tykkelse [100% | - +

- A ="

Variabelhandtering

Det er vigtigt at forstd, hvordan TI-Nspire CAS handterer variabeldeling: Alle variable,
du opretter inden for en opgave, deles af alle de vaerksteder opgaven har faet tilfojet —
uanset i hvilket vaerksted variablen er oprettet. £Andrer du en variabel i et af vaerkstederne,
vil denne @&ndring automatisk sl& igennem i alle veerksteder, bade fremadrettet og bagud-
rettet — the past is not protected!

Ved @ndring af en variabel vil alle vaerkstederne altsa blive opdateret med undtagelse af
det beskyttede vaerksted Beregninger, hvis historik er upavirket af @ndringer i andre
varksteder. Men genberegner du en variabel i Beregninger, der er @ndret i et andet
vaerksted, sd vil du naturligvis se endringen.

Opretter du en ny opgave, vil ingen variable fra tidligere opgaver veare tilgengelige.

Sidelayout

Spergsmalet er nu hvordan vi mest hensigtsmessigt satter en opgavebesvarelse op, som
udnytter TI-Nspire CAS mulighed for at anvende flere vaerksteder pa én gang. Til enhver
opgave heorer der ledsagende tekst med forklaringer, uddybninger, konklusioner osv. Der
er to veerksteder hvor man kan blande tekst og beregninger: Beregnings-varkstedet og
Noteverkstedet.

Beregnings-varkstedet er glimrende til kladdeudregninger, hvor man skyder sig ind pa
problemet og forhabentligt finder en losning. Ydermere er det et beskyttet veerksted, hvor
de udregninger man har foretaget altid forbliver ubererte, uanset hvad man foretager sig i
andre vaerksteder. Men det er meget klodset at rette i Beregnings-varkstedet og dermed
ogsa at tilrette tekst og beregninger, og man kan tilmed ikke formatere teksten.

Note-verkstedet er et dbent dynamisk interaktivt veerksted, men man kan dog godt be-
skytte udvalgte beregninger. Og sa tillader det vidtgaende formatering af teksten. Yder-
mere kan man sette billeder ind i Noter, enten for at illustrere noget eller for at dokumen-
tere noget i form af fx skeermklip fra andre verksteder. Enhver serios opgave besvarelse
ber derfor have Note-varkstedet som udgangspunkt. Men da man ogsé skal have andre
vaerksteder 1 spil ber man overveje at bruge flere vaerksteder pd samme side. En sddan
opdeling i ruder sker nemmest med Sidelayout-varktojet.
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En standardopsatning kan da fx se saledes ud, hvor man arbejder i to kolonner: I venstre
kolonne har man altid et Note-vaerksted. I hejre kolonner indsetter man verksteder efter
behov. Her har vi vist det med et Lister og regneark-verksted og et Diagrammer og
statistik-verksted som eksempel:

[Tinspre sans | = | »
%& - A -|THnspie sans 11 <A A‘|B‘I U A" A, aBc
a
Opgave 1 el B =
1
2
3
=
[ — I

Ingen lister i denne opgave

Klik for at tilfaje variabel

Klik for at tilfaje variabel

Arbejder du pa en computer med stor skeerm og hej oplesning kan du med fordel blase
programmet op til fuld skeerm. I sa fald skalerer Note-vearkstedet med op og standard
skriftsterrelsen pé 11 pkt bliver for stor. Den ber da sattes ned til fx 7 pkt. Vi far da langt
bedre udnyttelse af iser regnearket, som nu far nesten samme plads at boltre sig pd som i
standardvinduet for Sidestorrelse computer. Men husk at dette dokument nu ikke uden
videre kan overfores til en anden computer med lavere oplesning uden at laesbarheden 1
Note-varkstedet og antallet af rekker og sejler i Lister og regneark-varkstedet risikerer
at ga tabt.

®-\Q-

|

- A - .T\—Nsp\resans -7 ~|A A |B ‘ I U A A, asc

Opgave 1:

Olo | N|lo|luv|rs|w|nw]| =

jcals

7
=l

=
23

rariabel

Ingen lister i denne opgave

Klik for at tilfaje v

[lik for at titfgje variabel
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Handtering af veerkstedsruder

Nér man arbejder med mange varksteder 1 ruder pa samme side rammer man uvergerligt
ind i problemer omkring handteringen af vearkstedsruder, sdésom hvordan man sletter en
varkstedsrude, hvordan man bytter om pé to vaerkstedsruder, hvordan man kopierer en
vaerkstedsrude osv. Det handteres alt ssmmen ved hjalp af sidelayout-menuen under Re-
diger-menuen pa menubjalken foroven.

Fil Vis Indsset Verktsjer Vindue Hjzlp

5% Fortryd Crl+Z

T Inds et Ctrl+y

3 slet Delete
dela il v=ig layout J
Farve r Vaelg applikation Ciri+K

Byt applikation
Slet applikation
Slet side

Saml applikationer Ctrl+4

Spred applikationer Ctri+6

ERELLL

Mens det er nemt at handtere siderne i dokumentet ved hjelp af Sidesortereren, sa er det
i Sidelayout-menuen de afgerende verktejer til handtering af verkstedsruder befinder sig
©. Forst og fremmest skal man kunne slippe af med en veerkstedsrude eller kunne
kopierere den over pa en anden side. Det kraver at man forst vaelger ruden, dvs. markerer
den.

o Forst skal ruden aktiveres ved at man klikker i ruden (hvorved rammen omkring ruden
treeder frem).

o Dernast markeres den ved enten at benytte menupunktet Veelg applikation, bruge
genvejen Ctrl/Cmd K (for Kontrol af ruden), eller ved simpelthen at dobbeltklikke pé
bjelken 1 toppen af ruden. Hvilken metode man end anvender kan man se ruden er
markeret ved at rammen omkring ruden nu star og blinker.

o Endelig kan man nu slette ruden ved at taste DEL eller kopiere ruden ved at taste
Ctrl/Cmd C osv. Derved laegges ruden pé klippebordet og kan sattes ind pa en anden
side fx med Ctrl/Cmd V.(eller mere sikkert: Kopier og Indsaet fra Rediger-menuen).

Laeg merke til, at man kan ombytte to vaerkstedesruder ved at aktivere den ene varksteds-
rude, vaelge Byt applikation i Sidelayout-menuen og dernest klikke i den anden vark-

stedsrude med ombytningsmarkeren fj .

Endelig kan man sprede verkstedsruderne over flere sider ved hjelp af genvejen
Ctrl/Cmd 6 og samle dem igen pa en enkelt side ved successivt at hente dem ind med
genvejen Ctrl/Cmd 4. Fx er det nemmere at arbejde i et Lister og regneark-verksted,
hvis det far lov til at udfylde hele siden. Nar man er faerdig kan de andre ruder sa hentes
tilbage igen. Tilsvarende er det nemmere at udfere detaljerede geometriske konstruk-
tioner, hvis Geometri-verkstedet far lov til at fylde hele siden. Nar man er faerdig kan de
andre ruder sé hentes tilbage igen.
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Nér man samler eller spreder verktstederne kan det betale sig at veere opmarksom
rudernes raekkefalge:

Opgave 1 . 5|
=

e

Ruderne gér altsd med uret rundt fra gverste venstre hjerne til nederste venstre hjerne.
Hvis man spreder ruderne med menupunktet Spred applikationer, dvs. genvejen
Ctrl/Cmd 6, dukker de altsé op som fire serskilte sider i den ovennavnte raekkefolge.
Samler vi dem igen — en efter en — med menupuntket Saml Applikationer, dvs. genvejen
Ctrl/Cmd 4 hentes de selvfolgelig ind igen i den samme reekkefolge:

Opgave 1: Opgave 1: A B

= Opgave 1

10

o

Udgangssiden Farste gang Ctrl/Cmd 4

Opgave 1 ® A B C i Opgave 1: ® A B

4 2 1 -

Sidesortereren 1 e e s
efter vaerksteder-
ne er spredt pa ) )
hver sin side med : e '3‘ m ok e '3 e
Ctrl/Cmd 6. : :
. . 6.75 1
Anden gang Ctrl/Cmd 4 Sidste gang Ctrl/Cmd 4

Vi vender nu tilbage til trigonometriopgaven fra starten af kapitlet og viser hvordan den
ser ud i en standardopsatning i DocumentView. Vi sztter den altsé op i to spalter pa en
stor skaerm. Venstre spalte er en noterude med opgaveteksten sat ind som billede og
derefter kommenterede udregninger med konklusioner pa spergsmalene. Hgjre spalte er
forst en geometrirude med konstruktionen af trekanten og de tilherende maling. Derefter
kommer endnu en note-rude med konstruktionsforklaringen samt en skitse (tillempet fra
opgaveteksten), der viser hgjden fra B. Ved udmaélingen af hgjden behgver vi ikke
konstruere hejden, da vi bare skal méle afstanden fra punktet B til grundlinjen AC. Hele
opgaven kan altsd indpasses pé en enkelt side.
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Opgave i trigonometri Mali ) im
""To personer bestemmer en flods biedde vha. ef maleband | aimger:
| og en vinkelmaler. De to personer stirmed 11 meters g ;
| afstand og maler sigtevinkleme 4 og C'til ettree pi den I ((1) |BC‘ males til 17.94 meter BC=17.9422 m
| anden side af floden. Vinkel 4 males til 79° og vinkel C | A (b) H@jden vﬁﬁa B mdles
| 1il 64° (se figur)

a) Bestem BC] _ _ 1l 16.1 meter c'

b) Bestem flodens bredde, dvs. hejden fra Bi trekant o e

ABC t A Um y

‘ ‘ . 79
a) Til bestermmelse af |BC| benyttes sinusrelationen:
sin(A) _ sin(B) |

EBC AC
Ferst bestemmes vinkel B:
B =180-A-C =180-79-64 =37 7 _:1@ 12@4 il
Derefter sattes de kendte starrelser ind i sinus—relationen 4 4
be 1 A 11 m C
solve(+:.—,bc) » he=17.9422
sin(79)  sin(37) Konstruktionsforklaring:
Dette viser, at siden BC har lzengden 17.94. 1. Grundlinjen AC=11 m afsattes.
2. Siden AB konstrueres ved drejning af AC pa 798¢,
b) Flodens bredde: 3. Siden CB konstrueres ved drejning af CA pa —64°.
Hejden fra B har et fodpurkt, der kaldes F. Da ABCF er retvinklet kan 4. Punktet B konstrueres som skaeringspunkt mellem de to sider.
h
vi finde hajden h séledes: sin(C) = — .
BC
Tallene indszettes og der loses for h:
solve sin(64)=—,h
17,9422
Flodens bredde eraltsa 16.1 meter. / \
f Fllm &

Men dermed kan opgaven ogsé skrives ud pa en enkelt side.

Prigter. DELL2150-00000 -

T udsirt/Similg on ~

Pagiestarrolse:| a8 (210 297 men) - | Wopier 1
Udskriftsomrade
@) Alle sider
© sigeomidae: 11 - W
Opgave 1
Layout Pg: _
- Qpgave | trigonametri . . 1 -
) Vergical |®) Hodsantal =z] o — Milinger: \/
) ea vakeimiler. i 1 - wer
1= chontpe.ank 5] Resarver placs mommartarer G kvw-ejuc::':'m r (r}_) B mm‘r..\ 1l 17.94 meter BC=17.0422 m
Marginbr [em) Viskel 4 miles 8l 797 og [Ps] Hajden fra B males
T 26|  venstre sice 26° Lald g : ’
* == W L= 3} Beitem (1) ) til 16,1 mewer "
g 255 Hepe sion 25 % ¥ Beem Geenr s 4 e En 1 ik Ly

79

Dekunsetoplysainger

I T oppare o5 sioeeiom 3} Til bestemmelse af [BC] benyttes sinssrelatonen:

s sinl &
(] Aranges sider eler opgaver 0] - ()
[ Tty oversiin e e
kel ok S Forst bestemmes vinkel B
Fa) dokumeninavre bl
= 180-A-C = T4 = 17

Derefter saetles de kendie samelser ind | sinus-relationen
. 1 .

sabve| —— m,) * be=17.0422 Konstrukbonsforkdaring:

Ditie viser, a siden BC har Lengden 12,84, 1. Grundlinjen AC=11 m afsetes,

2. Siden AB konstrueres ved drejring af AC pd 797,

. Sicen €8 konstrueres ved drejring of CA pé -64".

b Fioders bredde:
4. Punkiet B kenstrures som skanngspunkd melem de to sider,

Hojden fra B har ef fodpunkt, der kaldes F. Da ABCF er rebinklet kan

vifinde hajden b sdledes: sin(£) = . I
P

Taliene indsnes og der lases for h:

--m(‘:n(u) 2 .n]
17.422

Flodeas. Inedde e alish 16,1 meies. St e
’"Fu-']
14
yring Opgave i trig tn: 1ar3
s voue
[ [~vasia | amates-| L

Vi skal blot huske at satte Antal sider pr ark til 1 og Layout til Horisontal (Landscape).
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Obs

Du kan ikke sende
et PublishView
dokument til en
handholdt. En
PublishView fil
kan dog konverte-
res til en tns fil,
der kan overfores.

0: Dokumentstyring
PublishView

Vi vender os nu mod alternativet til DocumentView, det sakaldte PublishView. Som nav-
net antyder, er det malrettet rapportskrivning, der fra starten skrives som et dokument pé
papir. Abner man for et PublishView dokument (fx med Ctrl/Cmd Shift N) dukker det
forste ark op pé skermen. Man kan zoome ind og ud pé arket, fx for at fa lov til at se hele
arket pé en gang. P4 en computer med god skeermoplesning kan man dog godt se hele arket
pa en gang uden at zoome.

T g - B - EXsmpanianing af sokument -

yap
¥ - 2d | ngsa - §
[
[ .

[ rasspire = appascationsr

WSS

ThHspire ™ doicumntar

PubishView™ slementar

EYN I

2088

al

T Dokumentl X “Dolumentz  x LY ]

Sidestarralse Computer ndstilinger | Zoom: [100% - + | Trikelse: (100% -

Sidestgrrelsen

Man skulle nu tro man bare kunne begynde at skrive lgs pa arket. Men det kan man ikke!
Alt hvad man laver pa arket foregér i en veerkstedsrude, der treekkes ind fra sidepanelet.

Man skulle ogsé umiddelbart tro at man arbejder pa et A4-ark. Men det er ikke tilfaeldet.
Arkets format felger det amerikanske Letter-format, som er en anelse bredere, men til gen-
geld ikke sa hejt:

A4-ark =21.0cm x29.7 cm
Letter-ark =21.6cm x27.9 cm

Nér man skriver ud mister man altsa en ca. halv cm i bredden, hvorfor hejre margen af-
stumpes lidt. Til gengeeld fir man godt 2 cm mere i hgjden, som blot bliver til spildplads,
da der samtidigt er sat god plads af til sidehoved og sidefod. Skrivefeltet er derfor reduceret
til

Skrivefelt =20.0cm x22.7 cm

Der er derfor ikke plads til 2 store vaerkstedsruder i sidesterrelse computer, hvis de sattes i
fuld bredde. Nu er det sddan at vaerkstedsruderne som udgangspunkt hentes ind i Sidester-
relse handholdt. Da Sidestarrelse handholdt kun er halvt sa stor som sidesterrelse compu-

ter er der derfor peen plads til 6 vaerkstedsruder i standardsterrelse:
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I sidehovedet er der plads til 1o linjer med oplysninger om forfaneren, titlen pd opgaven
Klassebetegnelse, skole, data osv.

1 sidehovedet er der plads 1l to linjer med aplysninger om forfatteren, titlen pd opgaven,
klassebetegnelse, skale, data osv.

<Opgavenavn>

<Opgavenavn>

| ) ) ey [FETE PE
© Dette er et 7139 Ty © Detie er et beregningsvaerksted! \ .‘"
\ /
i . stadl | \
beregningsvearksted! )2 \ ‘fw:_,, 2
L o WL/
2 / x
-10 1 10 10 1 10
B 7.39 30
o Vem ®|n B c D ¥
C 1cm ® A x_var B y_var C ] « | x_var y_var n
= 1 1 1
1 1 1 2] 2 4
3 3 9
A 2 2 4 T T
tekst B = a| 4 16
< - 15 i 5 25
A|x_var [{[x_var
24 @ Dette er et notevaerksted! 24 @ Dette er et notevazrksted
. ] 18
gl 16 @ 5 ]
= =12
84 @ e
6
0 J.— @
T T T T T ] o
1.0 20 30 40 50 . . . —
X war 10 1.5 2.0 25 xi;g'B,J 4.0 4.5 5.0

1 sidefoden er der kun plads 1l én linje!
1af1

1 sidefoden er der kun plads til én linje!
1af1

Tykkelse 100% Tykkelse 70%

(Tykkelse minder om zoom, men fx bliver geometriske figurer ikke sterre, de bliver bare tykkere ©)

Obs

Det er meget tun-
gere for compute-
ren at arbejde i
PublishView, sa
det egner sig ikke
til sma computere
med begranset
arbejdshukommel-
se ®.

Som det ses, lider iseer Beregnings-varkstedet og Lister og Regneark-vearkstedet under at
blive vist i *Sidestarrelse handholdt’. Det kan derfor kraftigt anbefales at man fra starten
setter skaleringen ned for alle vaerkstederne. Det sker i den sékaldte Tykkelse (linje-
tykkelse) i statuspanelet forneden.

= |

Tykkelze: [70% -

Sidestarrelse: Computer Indstillinger Zoom: [100% ~| - +

Settes den ned til fx 70% ser det straks mere acceptabelt ud ©. Og husk at vi stadigvaek
arbejder med standardruder, der kun er halvt s store som de vaerkstedssider vi benytter i
DocumentView.

Fast sidelayout

Spergsmalet er nu igen hvordan man mest hensigtsmeessigt satter en opgavebevarelse op.
Det athaenger til en vis grad af ens erfaring. Til at begynde med er det nemmere at styre et
fast men knap sé fleksibelt format. Senere hen kan man s slé sig mere los ©

Vi legger derfor ud med et standardformat, hvor vi skriver i to sgjler: En venstre sgjle til
Note-varkstedet og en hgjre sgjle til de supplerende vaerksteder, der métte blive brug for
hen ad vejen.

Nér man traekker Note-varkstedet ind i arket kan man flytte det op under opgaveikonet og
bruge det som ’anker’ for at fa det lagt pa plads med samme venstre margen som
Opgavetitlen. Man kan nemt se, hvis man treekker det for hejt op ©. Nar forst Note-
veerkstedet er sluppet kan man gribe fat i ankeret forneden og traekke den nederste kant
helt ned til bunden af arket:
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1 sidehovedet er der plads il to linjer med oplysninger om forfatteren, titlen pd opgaven,

klassebetegnelse, skole, data osv.
1 Trigonometrio

T]p <Tigmomtiopgave-

Du @ndrer opga-

vens titel ved at

skrive los i titelfel-

tet ©

1 sidefoden er der kun plads 1l én linje!
1af1

Lag mearke til de bla formatteringslinjer, der dukker op, nir man traekker i ankrene. De
kan bruges til at satte veerkstedruden precis i forhold til andre objekter pé arket.

Der er nu rigelig plads til at begynde at skrive lgs og s@tte den samme opgave op som for.
Her har vi trukket et Geometri-varksted ind i hgjre sgjle og givet det god plads i hgjden.
Konstruktionsforklaringen har vi paceret nedenunder i en selvstendig Note-rude.

1 sidehovedet er der plads til to linjer ned oplysninger ont forfatteren, titlen pd opgaven,
Klassebetegnelse, skole, data osv.

<Thigonometriopgave=
4 Bamn e b . b Bk L
pr q
AT beswrmae 31 0 s amsmetzcran: S0 o)
ra

Minger
() 18c

b Floers bretie
e i i Bk rhalies . D3 ABCF o resdbH ke

1 sidefoden er der kun plads til én linje!
1af2
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Tip

Selv om du bevarer
rammerne omkring
vaerkstedsruderne
kan du godt fjerne
dem i udskrivnin-
gen af dokumentet.
Det samme gaelder
opgaveskiftene ©

Tip

Det er nemt at
markere en rude
ved at klikke pa
rammen og flytte
rundt med den —
ogsa til helt an-
dre ark. Det er
ogsa nemt at
slette ruden eller
kopiere den fra et
dokument til et
andet med
Ctrl/Cmd C ef-
terfulgt af Ctrl
/Cmd V.

Tip

Selv om du i
princippet kan
opdele en vaerks-
stedsrude i un-
derruder er det
overflodigt i
PublishView ©

Tip

Du fjerne et opga-
veskift ved at klik-
ke i opgavetitellin-
jen og derefter
klikke i det rode

kryds X.

0: Dokumentstyring

Det kan godt vaere du synes det ser anmassende ud med rammer omkring varksteds-
ruderne, men dem kan man fjerne igen ved at hgjreklikke i arket og vaelge
Layoutindstillinger:

r |
Layoutindstillinger Iﬁ
] vis opgaveskif
Indsaet k [«] Vis objektgreenser
Rediger 4

Layoutindstillinger ... | il |

Fjerner vi hakkene ser det séledes ud:

1 sidehovedet er der plads 1l to linjer med oplysninger om forfatteren, titlen pd opgaven,
klassebetegnelse, skole, data osv.

e wmm = (m)
Dnte o, 3 idon BC hr Largeen L.

b i b
o £ i o bk, bl . 03 ABCF or resbHi ke

1 sidefoden er der kun plads til én linje!
1af2

Nér man ikke kan se opgaveskiftene kan man altsa heller ikke leengere se opgavenavnet!
Det kan sa i stedet tilfojes i Note-varkstedet ©.

Du kan dog ogsa tilfeje rammerne og opgavetitlerne i forbindelse med udskrivningen. Her
abner du bare for Print-dialogboksen og satter kryds de rigtige steder. Da Print-vinduet
indeholder en forhandsvisning af udskrivningen, kan du faktisk bladre hele dokumentet
igennem og leese det pa skermen for at se om udskrivningen bliver som forventet. Lag
marke til luften omkring sidehovedet og sidefoden. Det skyldes som sagt, at vi udskriver
til et A4-ark fra et Letter-ark ©

Det faste sidelayout er meget nemt at hadndtere. Nar der ikke er plads mere pa et ark
indsatter vi blot et nyt ark (gerne med Ctrl/Cmd I). Her satter vi igen en Note-rude i
venstre sgjle og fortseetter ... .

Har vi brug for en ny opgave, indsatter vi bare et nyt ark og pa det nye ark starter vi med
at indsatte en ny opgave, der vises som et opgaveskift i toppen. Men der er ikke meget
spreel i det faste sidelayout ©.
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1 siidehovediet e der plads 5l 10 linjer med oplyminger om forfameren, sken pd opgaven.
klaseberegnelse. dhole, da osv,

A im

{ah ) it 72 17 94 mewe
18} diterden a2 mdicn

uT 46 | e

1 idefibon e deet hiss plai 1l é line!
1af2

Man kan godt fa mere fleksibilitet ind i layouten ved at undlade at arbejde i sgjler. Man
kan da satter ruderne preecis som man vil. Igen kan man bruge de blé forankringslinjer til
at treekke ruden pa plads i den gnskede placering i forhold til de andre objekter pé arket.
Man kan endda lade ruderne overlappe og bestemme hvem der skal ligge gverst og hvem
der skal ligge nederst, nar ingen af ruderne er aktive (for nar de aktiveres rykker de altid 1
front). Men overlappende ruder kan godt virke forvirrende, sa det ber man normalt holde

sig fra.

1 sidehovedet er der plads til 1o linjer med oplysninger om forfaneren, titlen pi opgaven,
Klassehetegnelse, skole, data osv.

<Trigonometriopgave-

7 b 2 ] beyies dnretaionan. o] ()
*

[R—

R

S —

P Y
"““L.cw) m(m") e

A

o v, 2t a5 e 4.
- |

|
Denne noterude ligger forrest. Men leter
4T | Klikker man i en af de andre ruder
forsvinder den delvis. Den dukker
1 Floters trete
rnrse e npne s £ | 02 fairst rigligt op igen, hvis man

o s (0) - enten klikker i den eller hvis man

e e ol 1 klikker i arket udenfor ruderne.

,..‘[,‘.c-.o i A)—\l‘ i sa
prm

pa-t

Fiakons ks o s L] uns tmetars 5o 0 20w

|Det kan godt virke forvirrende ©.

1 sidefoden er der kun plads til én linje!
1ar2
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Man kan da bekvemt arbejde med ruder der straekker sig pa tvers af hele arkets bredde.
Trigonometriopgaven kan da fx se sdledes ud:

1 sidehovedet er der plads 1l to linjer med oplysninger om forfaneren, titlen pi opgaven,
Klassebetegnelse, skole, data osv.

<Trigonometriopgave=

og en vinkelmaler. De to personer stirmed 11 meters
. afstand og miler sigtevinkleme 4 og Ctil ettree pa den
| anden side af floden Vinkel 4 miles fil 79° og vinkel C

| til 64° (se figur)
| a) Bestem|BC|
b) Bestem flodens bredde, dvs. hojden fra Bi trekant e
ABC ‘ e i

BC-179422m

sald) i Fonswse s
Slh) ) s s e -

I 1 Grurdlien AC- 11 m szt
2 SismAB bers mares vos cngringat AC pa 75

3 S Mreanuares sed deping 2 €A pa-54-
4 Pt B horsinsees s haarings rk: melen de 0 4

by Fsers recrie

i Far ot bk, o ki ., D ACF errecahet ke fre hoyen s e
) - e e cocerimas v
n

W[.‘NJ t.}\ iz

Pk s s ] uns

1 sidefoden er der kun plads til én linje!
2af2

Hvis man foretreekker et mere lost layout lober man dog hurtigt ind i det problem, at der
skal skaffes plads pa en side, fordi man vil udvide en beregning eller indsette et ekstra
billede osv. Det kan ogsa vere man fortryder et afsnit og pludselig stir med en tomt ga-
bende hul pé en side.

Man skal da hajreklikke et eller andet sted i arket, hvor man gerne vil tilfeje plads eller vil
indskraenke pladsen. Derefter veelger man Rediger » Tilfgj/Slet mellemrum.

Indsast ¥ l

Rediger D TilfajiSlet mellemrum
Layoutindstillinger ... @ Indsaet Ctrl+y
| Slet ark

Der dukker da en skillelinje op som fastnes ved at man klikker pé den:

BC=1T75422 m

01 1l meter

A Mm

Treek opad og byl pa enter for at fjeme mellerommoamet

Treek niedad og md pa enter for at tilfeje e mellermmn

ai{a) i) Barsnuions fodlasng:
& Tl s se 3 57 bervties sneeldionmn: ——— =———— . Farst fincies vrkel &
BC Ao 1. Grundingen AC=11 m daanties.
B=18FA C=180 70 & Z. Sider A S hons truenes wed drgningad AT pd T
Coreter samtes o benohe sarmebey ind | 5 inas —relaiaen 3. Skt T hncnetnes whd dening af CA pa -8 .
A i 4, Funktes S honamends SOT SHATIGERIKE melen o 10 9o
i | A
EL e
Cete: wear. at sen BC har bengaen 17.94.
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Som det ses kan man nu enten treekke opad (gerne med piletasten « ) for at fjerne et
, eller man kan traekke nedad (gerne med piletasten ) for at skabe et

1.5 m
Madinger:
) |1BC) mdles of

b)) Haid

17.94 merer

B mdles

BCO=179422 m

il S Lar

sanfa)  anlB) Fans truidians fodladng:

i Tl b imnama s 2 50 bensdes <l nusaned ationaen: - Fars findes kel 5

BC Ao 1. Grundlingen AC=11m dfamibes
B=l81A C=l8F 7 &1 Z. Shder A konsnenes wed dgjningad AT pd T,
Cereter Sathes de kenche stamelser ind | s —olionen, ] 3 S O knestueres e deing af CA -6

N [T 4. Punktet & konaiuends Sam sKaTings pUrkt MElem o © s,
Cotie sser, at sidenBC har lengden 1794
b3 Flosens bredse
e Fa & har et bopunkt. dor bkaldes F. Da ASCF er retinkle kan o findie hajden i slades

sanlc) A Talme e ogder imes Beir

Her er der trukket — for langt — opad ©.

Med lidt gvelse kan man reparere pé layouten pa denne made. Skubber man tilstraekkeligt
meget nedad, ryger veerkstedsruderne over pa en ny side, der oprettes automatisk, hvis der
ikke allerede er en.

Til sidst bemarker vi at der ikke findes nogen Sidesorterer i PublishView. Men man kan
skaffe sig oversigt over siderne ved simpelthen at zoome kraftigt ud (her vist med 35%).

Specialvaerksteder i PublishView

Udover de traditionelle matematikvaerksteder kommer PublishView med sine egne fire
nye medieverksteder, der kun virker i PublishView, dvs. de kan ikke overfores til tns-
dokumenter (endsige handholdte). To af medievaerkstederne bibringer dog ikke noget
egentligt nyt, sa de kan reelt erstattes af matematikverksteder, der stort set kan det samme.

PublishView™-elementer =

20E8

Der er tale om et Billed-varksted, et Video-varksted, et Tekst-verksted og et Hyperlink-
varksted. Her er Tekst-verkstedet reelt darligere end Note-varkstedet, sa det er der
faktisk ingen grund til at bruge krudt pa. Da man ogsa kan indsztte billeder i Note-
vaerkstedet vil man under normale omstandigheder heller ikke have brug for Billed-
verkstedet ©.

Reelt kommer de nye mediemuligheder derfor fra Video-vearkstedet og fra hyperlink-
veerkstedet. Vi ser nu kort pa mulighederne hver for sig:

—
1. Billed-vaerkstedet:

Trakkes billedverkstedet ind pé arket, dbnes en dialogboks med en stifinder, hvorfra man
kan hente billedet i et af formaterne jpg, bmp og png:
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'!é'é' Vaelg et billede der skal indsaettes i PublishView™ @ <Opgavenavn>
Sag i IFE Pictures ~| B d B |‘

|E] clu_4g_gout_det2 jpg \H] Mathilde slutpng

|E] clu_4g_gout_det3.jpg \H] Manna.jpg

&) eksamensplan.bmp @] OlavsQR.bmp

|&] eksamensplan jpg \=] rumlig grafjpg

|&] Ferie 2008 - sep 228.jpg || Santa Maria Novella jpg

\d| fountain1 jpg |=l| sommerfugl 80.png

|| Haslev1 jpg |=l| Spider Rock jpg

|| HVAD_ER_MATEMATIK-_as_QRcode png |=| 5Q_50x75.jpg

@ Mandelbrot_set_with_coloured_environment bmp =] Stevnsfortet jpg

5] stevns Kiint jpg

{ [} »

Filnavn ‘MaﬂdelthEELWIIILEGIGUFEdieﬂwmﬂmemJpg |

Filtype: ‘Al\e billeder (* jpg, *.jpeg, *.bmp, *.png) -]

Indszt billede | |~ Annuller——|

Men husk at man ogsa kan satte billeder ind i et Note-verkstedet, sa det er kun specielle
billeder i en serlig kvalitet, som ber sattes op med Billed-vaerkstedet, da disse billeder, jo
ikke kan overfores til DocumentView og dermed heller ikke til hdndholdte.

g 2. Video-veerkstedet:

Treekkes videoverkstedet ind pa arket, dbnes en dialogboks med en stifinder, hvorfra man
kan hente videoer gemt i formatet flv:

!,:? Vaelg en video der skal indszsttes i PublishView™ @

Seqgi [

fe

- Bmem [@E

B_OL-filer

age

pire_CAS_Teacher_Software-3.2.0.1114 Q Hypotesetestvideo_08-11-2011(16.55.01).fiv

Fa Videos

E Dokumenter
Q Calculus rapsody video_02-08-2011(21.24.38) filv
Q Exam calculus video_02-08-2011(22.03.41).flv

Q Interferensmanster video_10-09-2011(18.45.05).flv

= Lady Tasting Tea video_25-09-2011(16.02.51)iv
Q Rodney King video_21-08-2011(17.19.24).fiv
& Snells law video_08-09-2011(14.21.37)

4

il 3

Filnawn: |Lady Tasting Tea video_25-08-2011(16.02.51).fiv |

Filtype: [ alle videoer (*.fv)

0| 00:05 s 02:45 | ol
Eai | = | | = |

Indszetvideo | ‘ Annuller ‘

Videoer er et sterkt medie til at introducere nye emner, herunder til instruktionsvideoer i
brugen af TI-Nspire CAS ©. Men de kan altsd kun vises i PublishView-formatet.

3. Tekst-vaerkstedet:

Treekkes tekstvarkstedet ind pé arket, dbnes en tekstboks som man kender den fra Word.
Det abner mulighed for simpel formatering af teksten:

- « A - |Tinspire |1z - B I

[
([
®

—
[Indtast din tekst her
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Vi far dog ikke mulighed for at benytte haevet skrift, seenket skrift eller overstreget skrift,
ligesom vi ikke kan indsatte skabeloner. I forhold til Note-varkstedets muligheder er det
altsd en pauver omgang, hvor det alene er muligheden for at justere linjerne (venstre-
justeret, centreret osv.) samt muligheden for at indsztte et hyperlink # der &dbner nye
muligheder. Men et hyperlink kan man jo lige godt indsatte med Hyperlink-varkstedet.
Alt i alt er det altsé svert at se fordelen med tekstverkstedet i dets nuverende udform-
ning, og da det ydermere ikke kan overfores til DocumentView skal der tungtvejende
grunde for at begynde at blande det ind i PublishView ©.

g 4. Hyperlink-veerkstedet:

Traekkes hyperlinkvarkstedet ind pa arket, dbnes en dialogboks, hvrofra man kan indsatte
et hyperlink til en anden fil pa computeren eller til et websted.

Hyperlink 3 |

Tekst: IErpiger'«'enstreorienterede'? ]

Adresse: | hitp:ihwww. youtube. comiwatch 2v=mWnERzZMQ7 o ] |

| Henwis til en fil pd din computer eller dit netvaerks drev.

(] Henvis til en internetressource. Hvis du vil se mere sd klik her

Er piger venstreorienterade #
OK Annuller

Som det ses, indsattes der en tekstboks med hyperlinkteksten skrevet i blé understregning,
for at understrege at der er tale om et hyperlink. Man kan sa efterfolgende som vist supple-
re med lidt forklarende tekst. Klikker man pa linket &bner man 1 dette tilfaelde for YouTu-
be filmen Er piger venstreorienterede?

D > Er piger venstreorier 41 % 1 ) Google % 1 &) Calculators and Educatior %
L C' f | [ wwwyoutube.com/watch?v=mWnERzMfQ70
i3t Applikationer || Foresliedewebsteder | '] Tilpaslinks [ '] Custom search g Physics at 3 Researc... Google [ Custom search [ Startsice

Youl® - o
R ST ml mm

Er piger venstreorienterede?

Hyperlinks er et steerkt veerktej til at henvise til fx en instruktiv YouTube-film, som den
ovenstaende, eller et uddybende dokument, fx et andet PublishView dokument, der gér
mere i dybden med en eller anden detalje.
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Et eksempel pd et PublishView dokument

Du kan nu gve dig i at opsette et PublishView dokument med brug af mange af de omtal-
te faerdigheder. Det folgende eksempel indeholder vaerkstederne: Noter, Lister og Reg-
neark, Diagrammer og Statistik, Grafer samt PublishView-varkstedet Hyperlink.

Prov selv at genskabe dokumentet nedenfor — ikke ved at kopiere gammelt arbejde til
PublishView, men helt fra bunden af. Det er saidan du kommer til at arbejde med opgave-
lgsning i TI-Nspire CAS ©

Tenaopgave om tryk og dybde

Tryk og dybde

Vi skal finde ligningen for trykket som funktion af #fdybde |Btryk C b ]
dybden. i T T T

Som udgangspunkthar vi en tabal med
sammanherende vaerdier af dybde og fryvk: 1 10 1.896

dybde + | 10,1 W 2 | 13. 2.25.
1 T T I
3] 35| 4.36|

teyk ¢ 196225436, 4.84 106 |

\i atbildertabellen i et diagram og arvender linezsr
regression il at finde ligningen. 4 40 4.84

Det ser ud som om punkterne bigger fintlangs den 5 100 10.6

L | — - - - 3
y=stat.RegEqn (3] » 1=0.08599- o+ 1. 000 Azl 10

Bestem trykket i dybden 60 m:

Wi kan spaore trykket pa grafen, men det er lidt mare
praacist at beregne det &

stat.RegEqn [60) = &.
| dybden 60 meter er trykket altsd 5.8 atm.

trvk

Vi skal ogsa finde den dybde, hvor trykket er 15
atm. Det ligger udenfor grafomradet, 55 vi finderdet
wed atlese en ligning:

wlve(l5=stat.RegEqn [x).x) » =145.84 10 20 30 40 aobdﬁo 7O 80 90 100
yDae

Vi skal altsa ned i dybden 145 meter for atkomme ap

pa rykket 15 atm.

Her kan du lese mere om tryk:
Tryk i en sterre sammenheng

-

[ 6, 6.76 )
A ryk )

v
| (4 ) 50

Temaopgaven er udarhejdet i samarbejde med ....
1af1

Den faerdige opgave kan du udskrive med menuvalget Filer » Udskriv...

Samspillet mellem DocumentView og PublishView

Nér man har arbejdet i DocumentView, fx fordi det er hurtigere at arbejde med i timerne
pa skolen, sa ville det vere rart efterfolgende at kunne konvertere tns-dokumenterne til
tnsp-dokumenter, dvs. PublicView-dokumenter, fx fordi der skal udarbejdes en rapport. 1
sa fald er der nogle specielle forhold man skal vere sarligt opmarksomme pa.

For det forste vil man ofte arbejde med sideopdeling i ruder i DocumentView, s man har
flere vaerksteder pd samme side. For man konverterer et tns-dokument, ber disse ruder
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derfor opleses og fordeles pa sarskilte sider. Det sker hurtigt ved at g dokumentet igen-
nem og taste Ctrl/Cmd 6 pé de sider, der skal opleses.

Dernzest ber man overveje om det kan betale sig at konvertere hele dokumentet i ét hug.
Det kan man nemlig gore ved hjalp af
Filer » Konverter til ... » PublishView

Rediger Indsaet Veerkisjer Vindue Hijzelp
— Nyt TI-Nspire™-dokumentet - Sidestsrrelse til handholdt  Ctrl+N
Nyt T-Nspire™-dokumentet - Sidestarrelse til computer  Clrl+Alt+Shift+N
: Myt PublishView™-dokument Cirl+Shift+M
{3 Abn dokument... Ctri+0
Afslut Crl+W
Gem dokument Ctrl+5
Gem som...
Eksporter * | T-Nspire™-dokumentet - Sidestarrelse til computer
Indstillinger ¥
Seneste dokumenter 4
Afslut Alt+F4

Man kan imidlertid ogsa veelge at kontrollere processen selv, hvilket giver langt storre
fleksibilitet i hvad man vil have overfert og hvordan. Man skal da &bne for stifinderen
E] i sidepanelet under TI-Nspire™ dokumenter, der giver adgang til ens tns-dokumen-

ter:

»

Tl-Nspire™.-dokumenter

Vaelg dit arbejdsdokument

Dokumentverkiajsinje |; E .

-
! Thbspre ™ appikatone L]
» _¢ =
EUNT % Vaelg dit arbejdsdokument [
03
[Erery— s Segi || Ferste del -]

mont

s ainsgane wgoninuin [ |8 || afdrag pa geeld.tns | Udsmykning i geometritns
SRS E A R || Analytisk geometritns

| chi2- test for uafhzengighed.tns

| DataQuestins

) Dokument6.ins

| Goodness of fitins

| Karaktersammenligningertns

| Parablen i porten.ins

| terningespil.tns

| Trigonometriopgave.tns

+| opgaved

Filnavn: |ngaue itrigonometritng ]

Filtype: [TI—Nspi re™-dokumenter (*.tns) v]

[ Abn l [ Annuller ]

Herefter kan man traekke de sider fra tns-dokumenterne man har brug for, ind i den raekke-
folge der nu matte vere passende.
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Alternativt kan du
lave tildelingen sale-
des 1 — a, hvor pilen
findes i symbolpalet-
ten - eller du kan
bruge genvejen =:
(lig med kolon), dvs.
1:=a. Endelig kan du
bruge define-kom-
mandoen, dvs. taste
define a =1

Variabelstyring

I arbejdet med TI-Nspire CAS er det meget vigtigt at forsta, hvad variable er, hvordan
de handteres, samt at kende betydningen af konkrete variable, der har faet tilskrevet en
vaerdi og symbolske variable, der endnu ikke har féet tilskrevet nogen veerdi.

Variable kan dekke over mange ting, men her vil vi forst og fremmest fokusere pa
talvariable, dvs. variable hvis veerdier er tal. Man kan teenke pa en variabel som et spil-
lekort, hvor variablens navn star pa den ene side, dens vardi pa den anden side. Sa
leenge man kun spiller med navnesiden opad, handteres variablen som en bogstavvaria-
bel, der opforer sig pé praecis samme made som tal, ndr man regner pé den, fx legger
den sammen med andre bogstavvariable. Men nar variablen tildeles en vaerdi, dvs. man
vender kortet, skifter den status og der regnes udelukkende videre pé talverdien.

En egentlig symbolsk variabel er s et kort, hvor der godt nok stir et navn pa den ene
side, men der er endnu ikke indskrevet nogen vaerdi pa den anden side af kortet.

Toppunktsformlen for en parabel

I dette afsnit benyttes som eksempel toppunktsformlen for en parabel

hvor a, b og ¢ er koefficienterne i parablens ligning y =a- x> +b-x+c, mens

d =b* —4a-c er diskriminanten herende til parablens ligning.

Vi vil som udgangspunkt arbejde i Note-varkstedet, som er et interaktivt dynamisk
varksted, hvor man for alvor kan se variablene udfolde sig. Det kan godt i starten virke
lidt mere forvirrende end det beskyttede Beregnings-varksted, hvor udregninger ikke
opdateres. Men det er afgjort umagen verd at vaenne sig til at arbejde i Note-vearkstedet
©. Hold godt gje med hvad der sker med matematikfelterne undervejs, nir du gennem-
arbejder det folgende eksempel ©

Variablene optrader ogsa i de evrige varksteder, hvilket vi undervejs vil se mange
eksempler pa.

1. Tildeling af talveerdier til variable

I det konkrete eksempel, y=x"+2x—1,er a=1, b=2 og ¢ =—1. P4 TI-Nspire
CAS kan du gemme talveerdier i navngivne variable:

Et 1-tal gemmes i variablen a ved at taste: a:= 1 i et matematikfelt (Ctrl/Cmd M), og
tilsvarende for de andre variable, se skaermbilledet naste side.

Du kan ogsd gemme veardien af et udtryk/formel i en variabel, fx kan du gemme vaerdi-
en af b —4a-c ien variabel med navnet d. Du skal blot taste d :=b" —4a-c.

Man siger at a, b og c er uafhengige variable, idet det stér frit for at udskifte deres
vaerdi som det matte passe os.

Til gengeeld er d en afhengig variabel, idet dens vaerdi athaenger af verdien af de frie
uafthengige variable a, b og c. Vi kan derfor kun udskifte vaerdien for den athaengige
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Du behover ikke at
taste Enter efter hver
tildeling, men du ma
gerne. Det bliver
mere overskueligt,
hvis tildelingerne
adskilles af et kolon
og udferes som en
samlet kommando
indenfor et enkelt
matematikfelt.

Obs

Gemmer du en ny
veerdi i en variabel,
vil den gamle verdi
blive slettet. Indhol-
det af en variabel kan
ses ved blot at skrive
variablens navn i et
matematikfelt efter-
fulgt af Enter.

Obs

I matematikfelter
bliver variable, der
har faet tildelt veerdi-
er, noteret i fed,
symbolske variable
noteret i kursiv og
matematikkomman-
doer i normal skrift.

1: Variabelstyring

variabel d indirekte ved at &ndre pa vaerdierne for de uathangige variable a, b og c.
Hvis vi forsegte os med at tildele variablen d en talveerdi direkte ved en kommando pa
formen d :=... ville sammenhangen med variablene a, b og ¢ blot blive brudt.

a:=1:b:=2:c:=-1 » -1 Dette er et eksempel pa en multipel kommando!
d:=b2—4'a'c -8

Ld

Det er vigtigt at skrive gangetegn mellem a og ¢ i udtrykket b° —4a - ¢ . Udelader du
gangetegnet, opfattes ac som navnet pa en variabel. Derimod behgver du ikke at skrive
noget gangetegn mellem 4 og a — her benyttes underforstdet multiplikation. Kravene
til et variabelnavn ger dette muligt, idet et variabelnavn skal starte med et bogstav.

TI-Nspire CAS genkender godt nok underforstaet multiplikation, men det kraever sa et
mellemrum mellem de to variabelnavne. Det ville altsd have veret korrekt at skrive

d :=b>—4a c.Sé snart du trykker Enter indsetter TI-Nspire CAS selv det underfor-

staede gangetegn og alt er som for. Vi vil dog generelt anbefale at man s& vidt muligt
undlader underforstdede gangetegn, da de nemt kan bidrage til forvirring omkring
formlernes struktur.

Du kan nu se, at selv om variablen d er gemt som en formel, udregnes vaerdien af d som
tallet 8. I samme gjeblik du endrer pa verdierne af a, b og ¢, @ndres selvfolgelig ogsé
vaerdien af den afhaengige variabel d. Andrer du fx de vaerdier, der er gemt i variablene
a,bogctila=2,b=12o0gc=13, og tjekker d’s vaerdi, ser du, at denne &ndres som
forventet (gron indramning):

abe - 13 Ups! Nu blev de oprindelige tildelinger ophaevet!
d:=b2-4-a-c - 40
a:=2:b:=12:¢:=13 *» 13
d - 40

Men samtidigt ser du ogsa at den oprindelige tildeling af veerdier til variablene a, b og ¢
ophaves og de udregnes nu blot med deres aktuelle vardier (red indramning). Det er i
overensstemmelse med det generelle princip:

Det er altid kun den sidst udferte tildeling af en veerdi til en variabel, der er gyldig!
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Husk at en variabel
kan kun slettes med
DelVar-kommando-
en. Den forsvinder
ikke bare fordi man
sletter et matematik-
felt!

3

b

b

1: Variabelstyring

Det er derfor man skal vare forsigtig med navngivningen af variable. Hvis man ved et
uheld indferer en variabel med samme navn som pé en tidligere side indenfor den
samme opgave ophaves den oprindelige definition og den oprindelige side genberegnes
1 overensstemmelse med den nye definition: The past is not protected!

2. Sletning af variable

Du skal nu lave det hele en gang til, men i omvendt orden. Forst skal du slette de veer-
dier, a, b, c og d har faet tildelt. Du kan nemt klare sagen ved at vaelge

fE 6:Beregninger » 1:Definere variable » 2:Slet variabel...
— eller blot skrive kommandoen DelVar direkte (red indramning):

B|I U A A

T i
T A A abic r ¢

Alle matematikfelterne pavirkes
bi-dacrb>dac
2:12:13 - 13

d - d

DelVar a,b,c,d » Udfort ]

steerkt af at variablene slettes!
De bliver omdannet til symbolske variable
eller fiernes helt fra matematikfeltet!

® 1:Definere variable | 1:Define

s 21al N 2:Stst variabel.

3.Bibliotek 4
X=3:A1gebra v

faf 4:Differential- og integralragning
% 5:Sandsynlighedsregning ’
X & statistic v
[SE 7:Matricer og vektorer ’

% = Finans v

Virkningen er som det ses dramatisk: De uathangige variable a, b og ¢ genopstar som
rent symbolske variable uden en vardi. Den afthangige variabel d genopstir ogsa som
en symbolsk variabel uden veaerdi, idet sammenhangen til variablen a, b og ¢ nu er
brudt. De forskellige tildelinger af vaerdier degenerer til deres talvaerdier: De har ikke
leengere gyldighed som vaerdier for variablene, da disse nu er slettet fra listen over vari-
able i den pagaldende opgave.

3. Tildeling af formler til variable

Nu er variablene a, b og ¢ udefinerede symbolske variable, og nér du igen udferer tilde-
lingen d :=b" —4a-c (gron ramme) til den afhaengige variabel d er det derfor udtryk-

ket b* —4a-c, der gemmes i d, mens variablen d ikke i sig selv har nogen verdi, for de
uathangige symbolske variable a, b og c tildeles vaerdier (red ramme).

abie ¢
bi-dacrbdac
2:12:13 - 13
d-bi-dac

d-bi-dac

d=b’-g4ac- b3t a (‘|]

abie * -1
b2-4ac-8
2:12:13 - 13
d-8
Ups! Nu forsvandt DelVar-kommandoen! : . bso

—4-a-c 8

Sa er vi tilbage hvor vi startede!
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1: Variabelstyring

En ulempe er naturligvis, at sa snart du tildeler veerdier til a, b og ¢, vil du ikke leengere
umiddelbart kunne se, hvilken formel der er gemt i d — det kan du kun, hvis a, b og ¢
er udefinerede.

4. Midlertidig tildeling af vaerdier til variable

Slet nu variablene a, b og ¢ med kommandoen DelVar a, b, ¢ — se venstre skeermbillede
nedenfor (gron ramme). Udregningerne af d opdateres nu, idet maskinen svarer ved at
give dig formlen, der er gemt i d (se udregningerne oven over DelVar kommandoen).

Du kan nu udfere en midlertidig tildeling af vaerdier til variablene i d og beregne vaer-
dien af d ved at skrive:

dla=land b=2 and c=-1

I denne kommando star den lodrette streg | for with-kommandoen, der kan leeses som
*givet at’ eller hvorom det gaelder at’, sddan som du maske kender det fra meengdeno-
tationen. Hele kommandoen kan altsé lases saledes

Udregn verdien af d givet at a har verdien 1, b har verdien 2 og ¢ har vaerdien -1.

Under selve udregningen vil de symbolske variable a, b og ¢ da midlertidigt tildeles de
ovenfor nevnte vardier (se igen venstre skeermbillede nedenfor i rad ramme).

Efter denne midlertidige tildeling kan du let tjekke, at du stadig kan fremkalde formlen
id, samt at a, b og ¢ stadigveek er udefinerede symbolske variable (se igen venstre
skermbillede nedenfor i rod ramme, hvor fx vardien af a tjekkes i den efterfolgende
linje).

abic r ¢ b*dac-b*dac l
Pidacbl-dac 212:13 - 13

21213 - 13 d-bi-dac

d>bi-dac d-bidac

drb2-dac d=b3-tacrbidac

d=b-g2acrbidac
1:2:-1 = -1

DelVar a,b,c » Udfort
d|a=1 and b=2 and c=-1

*8

ara

I

1:2:-1 » -1
DelVar a,b,c » Udfort
dja=1 and b=2 and ¢="1 * 8

Nu er d igen en rent symbolsk variabel!

Et eksempel pd en midlertidig variabeltildeling. ara R
b d I b 4 a c-b- .
top:={ —,— * | —, ( Den forste listeformel!
radal |2a 4a |
topla=1and D=2 and c=-1 * :_*1,*2}

[cals

For at lave en formel, der bestemmer toppunktets koordinater, behever du nu blot at
taste folgende:

De krollede parenteser { og }, er vigtige at fi med, men betydningen skal du ikke be-
kymre dig om lige nu. Her bemerker vi blot at variablen top er en athengig variabel,
idet dens veardi athaenger af variablene a, b, ¢ og d, samt at veerdien af top er et koordi-
natsaet, dvs. en kombination af to tal,

b
nemlig x-koordinaten x =—-— og y-koordinaten y =——.
2a 4a

Herefter skal du blot lave en midlertidig tildeling af verdier til variablene i formlen top
for som vist at f beregnet toppunktets koordinater i et konkret eksempel.
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Lag marke til, at
formlen for d udnyt-
tes ved udregning af
listel.

1: Variabelstyring

5. En brugerdefineret funktion

Toppunktsformlen kan ogsa implementeres som en brugerdefineret funktion af 3 vari-
able. I Note-varkstedet skriver du da (se skaermbillede gron ramme):

b b —4da-c
toppunkt(a,b,c) = ——,—————

2a 4a
Herved defineres en funktion med navnet roppunkt. For at bestemme toppunktet for
parablen y = x”+2x—1, indtaster du toppunkt(1,2,-1):

——r— e
1201 -1

DelVar a,b,c * Udfort

dla=1and b=2 and c="1 * 8

ar-a

o ) b sacs?]
op:= 2a da l '

top|a=1 and b=2 and c=-1

b2oa
tuppunkt(a,b,c)::|—b,ml » Udfort  Den forste bruger—
2-a - a
toppunkt(1,2,-1) » :_*1.*2} definerede funktion!
2
vy dxzy”
toppunki{x,y.z) * I_y
PP v l 2 x 4 x J

i

Laeg merke til at navnene pa inputvariablene for en funktion kun er midlertidige
variabelnavne, der oprettes nar du skal udregne en funktionsverdi, og som midlertidigt
tildeles veerdierne, som star pa deres plads, nar du beder om at fa en funktionsvardi
udregnet, fx toppunkt(1,2,—1). Man kan derfor bruge hvilke som helst navne for disse
inputvariable, men man bruger normalt neutrale navne, altsa ikke navnene for allerede
navgivne variable med allerede tildelte verdier, selv om det i de fleste tilfelde ikke
ville spille nogen rolle.

6. Lister

I ovenstdende indskrivning af toppunktsformlen satte du krellede parenteser om top-
punktets koordinater — du lavede en liste. Vi vil nu se nermere pa lister. De folgende
indtastninger ligger altsé i forleengelse af de foregdende! En liste er en samling af ob-
jekter (tal, udtryk/formler, strenge/tekster), som ikke nedvendigvis er relaterede. Som
meangder angives lister med krellede parenteser og de enkelte elementer separeres af et
komma, men til forskel fra meengder, kan en liste indeholde dubletter.

Lister kan indtastes manuelt eller vare resultat af anvendelse af en operation, der retur-
nerer en liste - fx zeros, som du har stiftet bekendtskab med tidligere i eksempelsamlin-
gens forste del. Nedenfor er vist nogle eksempler pa lister:

listel:={abecd} - {1,2-1,8]

fiste2:={7.8.11,17} - {7.8,11,17}
liste1[2] - 2

Liste1+histe2 - {8,10,10,25)

liste2? + {49,64,121,289

Pé skaermbilledet er vist, hvordan du kan treekke et specifikt element, her det andet
element ud af liste2, ved at s@tte en kantet parentes om elementets nummer (red ind-
ramning). Du kan regne pé lister praecis som pa tal og herunder benytte alle standard-
funktioner, selvom det naturligvis stiller visse krav til listens elementer.
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1: Variabelstyring

Oversigt over variable

Hvis du har arbejdet de foregdende afsnit igennem, s& har du haft ganske mange variab-
le i sving: Simple talvariable (uathaengige variable), udtryk/formler (athangige variab-
le), funktioner og lister. Vi vil nu kigge lidt neermere pa hvordan TI-Nspire CAS hénd-
terer variable for at fa en bedre fornemmelse for hvordan de kan udnyttes. Vi vender
senere tilbage til toppunktsformlen for en parabel som det gennemgéende eksempel,
hvor vi vil g& dybere ind i hvordan formlen kan settes i sving i de forskellige vaerkste-
der. Men forst vil vi preve, at danne os et bedre indblik i hvordan variable h&ndteres i
TI-Nspire CAS.

Nér man tildeler en vaerdi til en variabel ved hjelp af tildelingskommandoen := gem-
mes variablen i et variabelregister (ogsé kaldet et symbolregister), der herer til den
pageldende opgave. Separate opgaver opretter altsd separate variabelregistre. Men
forskellige sider indenfor den samme opgave trazkker pa det samme variabelregister.

Nér TI-Nspire CAS forsgger at reducere/udregne et matematisk udtryk skelner pro-
grammet mellem tre forskellige komponenter: Symbolske variable (variable, der ikke er
tildelt en veerdi), konkrete variable (variable, der er tildelt en vaerdi) samt MATEMA-
TIKKOMMANDOER. Symbolske variable forbliver ubererte, konkrete variable erstattes
af deres vaerdier og MATEMATIKKOMMANDOER udferes efter de geeldende algoritmer
for den pagaldende matematikkommando. For at kunne anvende variablene tilknyttet
en opgave er det derfor vigtigt at have overblik over hvilke konkrete variable, der pt
ligger pa kel i variabelregistret ©.

Du kan fa en oversigt over de variable, du har i sving, ved at taste “_ '_:’-‘, ved at bruge
genvejstasten Ctrl/Cmd L (for Listen over variablene) eller ved at bruge kommandoen
GetVarinfo().

De to forste metoder giver blot listen over variabelnavnene, mens den sidste giver en
oversigt over variablenes attributter, dvs. deres navn, type, bibliotekstilknytning og
lasestatus. Variable har nemlig attributter pd samme mdde som geometriske figurer har
det. Men man kan ikke fa adgang til deres attributter ved at hejreklikke pa en variabel:
Man er nedt til at sperge generelt via GetVarlnfo()-kommandoen (eller bruge special-
kommandoer til at treekke type, biblioteksadgang og lasestatus ud for de enkelte variab-
le en ad gangen, men det vil vi ikke komme neermere ind pa her).

For at frembringe den naeste skeermside skal du begynde péa en ny opgave ©

a=1"-1
b:={1,2,3} + {1,2,3]
12 1 2
c={3 4| " |3 4| ForEntersaden saledes ud: c::{{l,z},{3,4},{5,6}}
5 6] (56
test:="dreng" * dreng
kml:={“dmng“,“pige"} C {"dmng"]'pige"}
) "ken"  "har" "ken"  "har" a "HUM" "0
shema:= "dreng"  "lys" | |"dreng" “lys" b "LIST" 0
"pige” "merk" "pige” "merk" c TMAT" "0
Far Enter: skema::{{ "ken","har" },{"dl‘eng",“lys" },{ "pige,"mork” }} getVarlnfo() f "FUNC! "0
formel:=v+w * v+w formel "EXPR" © o
. ken  "LIST" "0
flh=x® - Udfort skema "MAT" "0
[ test  "STR" "0

Af variabellisten fremgar, at der pt. er 8 variable i brug. Af piktogrammerne foran vari-
abelnavnene kan du se, hvilken type variable, der er tale om, dvs. hvilken slags vaerdier
den pigaeldende variabel antager.
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Tip

Du kan altid benytte
t‘,'_'_'__{' tasten eller
genvejstasten
Ctrl/Cmd L til at
indsette (lange)
variabelnavne — det
er langt hurtigere (og
ogsa langt sikrere!)
end at skrive dem
selv. Du piler blot
ned til (eller klikker
pa) den variabel, du
vil indsztte, og taster
Enter.

Obs

Ved tekstvariable
skal man vaere om-
hyggelig med at satte
gasegjne korrekt:
Man ma ikke satte
gésegjne inde i gése-
gjne: Forst afsluttes
de gasegjne man er i
gang med, sa piler
man videre og s&tter
nye gésegjne!

Tip

Tabeller indsattes
nemmest ved hjelp af
tabelskabelonen

fra veerktojet mate-
matikskabeloner i
venstre sidepanel.

1: Variabelstyring

Lad os prove at se lidt naermere pa hvilke typer variable, der understottes af TI-Nspire
CAS. Forst og fremmest skelner vi mellem numeriske variable og kategoriske variable,
dvs. variable, hvis verdier er tal, og variable, hvis vaerdier er tekststrenge. Variable kan
vaere 0-, 1- eller 2-dimensionale. Det svarer i geometrien til punkter, linjer og flader.

Numeriske variable kan vaere 0-dimensionale, dvs. indeholde et enkelt tal (fx a:=1), 1-
dimensionale, dvs. indeholde en liste af tal (fx b:={1,2,3}, eller 2-dimensionale, dvs.
indeholde en tabel med tal (fx c:={{1,2},{3,4},{5,6}}).

Kategoriske variable kan tilsvarende vere 0-dimensionale, dvs. indeholde en enkelt
tekststreng (fx test:="’dreng”), 1-dimensionale, dvs. indeholde en liste af tekststrenge
(fx ken:={"dreng”,”pige”}), eller 2-dimensionale, dvs. indeholde en tabel med tekst-

strenge (fx. Skema:={{"keon”,’har”},{ dreng”,”lys”},{ ’pige”, ’merk™} }

En talvariabel har typen "NUM” (for Number) med piktogrammet 1z (leeg maerke til
tallene 0, 1 og 2).

En tekstvariabel har typen ”STR” (for Streng) med piktogrammet |== (lzg maerke til
ellipsen ...).

En listevariabel, hvad enten den indeholder tal, tekst eller formler har typen "LIST”
med piktogrammet f+} (leeg meerke til de krallede parenteser).

En tabelvariabel, hvad enten den indeholder tal, tekst eller formler har typen "MAT”

(tabeller hedder ogsé Matricer!) med piktogrammet B (leg meerke til de kantede pa-
renteser).

En formelvariabel, der bygger pé et udtryk indeholdende symbolske variable, har typen
”EXPR” (for Expression) med piktogrammet 45 (leeg maerke til lighedstegnet).

En funktionsvariabel har typen "FUNC” med piktogrammet fi4 (leeg meerke til funkti-
onsparentesen).

En programvariabel har typen "PRGM” med piktogrammet @ (leeg maerke til de bi-
nare koder). Vi vil ikke beskaftige os med programmer i dette heefte.

Kigger vi i GetVarInfo-listen over attributter, dukker der ud over navn og type to attri-
butter mere op: Biblioteksadgang og Lasestatus.

Ingen af de variable vi har oprettet har biblioteksadgang, men det er altsé i princippet
muligt at gemme variable, fx matematiske konstanter som det gyldne snit, i et biblio-
teksdokument, og sé traeekke dem ind i andre dokumenter/opgaver. Biblioteksadgang er
ikke noget vi vil komme yderligere ind pé i dette heefte.

Til gengeeld kan ldsestatus vaere vigtig. I almindelighed er data ikke beskyttede. Hvis vi
indtaster variable, er der mange mader de kan @ndres pé, fx ved at man treekker i1 data-
punkter i et tilharende diagram. Sddanne @ndringer kan vaere utilsigtede og det er for at
beskytte mod utilsigtede @ndringer at man kan lase en variabel (hvorved lasestatus
skifter fra O til 1). Dette kan kun gores i et Beregnings-varksted og det sker med
Lock-kommandoen:

31



koef.a=1+1
koef.b:=2 » 2
koef.c:=-1"+-1

Foef’ (128
12 b
| ¢

- = = =

1: Variabelstyring

1:Handlinger [l 1:Define
1.5 27al + | 2:Genkald definition..
Fid
3:Slet variabel
X= 3:AIgebra 3
4'Rens a-z
faf 4:Differential- og integralregning * =:Slet historik
E& 5'Sandsynlighedsregning * | 6:1ndsat bemasrkning
X 6:Statistik » | 7:Bibliotek v
[SS 7:Matricer og vektorer | ' | :Las variabsl
$ 2:Las variabel op
£ BFinans v
010 3:Hent ldseoplysninger
101 9:Funktioner & programmer v
[=
Lock a Udfort
getLockInfo(a) 1

Navngivning af variable

En variabel kan bade have sit eget navn og et familienavn, men typisk bruger vi kun
*fornavnet’. Hvis der ogsa skal vere et familienavn sattes det forrest og det adskilles
fra fornavnet ved et punktum. Man kan altsa fx give koefficienterne til et andengrads-
polynomium navnene:

koef.a, koef.b og koef.c
for at markere at de er i familie med hinanden. Nér man skal referere til disse variable
kan man da ngjes med at skrive koef., hvorved der ndr man taster punktummet &bnes
for en rulleliste af mulige variabelnavne indenfor familien.

Vi vender om lidt tilbage til variable med familienavne, men ser i det folgende pa vari-
able uden familienavn. Her kan navnet besté af op til 16 tegn, tal og bogstaver og un-
derstregningstegnet . Et variabelnavn skal vere sammenhangende, dvs. det ma ikke
besta af adskilte ord. Man kan imidlertid satte en _ i stedet for mellemrummet.

Et variabelnavn kan ikke starte med et tal, men ellers er opbygningen meget fleksibel.
Der kan anvendes almindelige latinske bogstaver, der kan anvendes s@rlige nationale
bogstaver, sd som &, @ og 4, ligesom der kan anvendes bogstaver med accent. Endelig
kan der anvendes indices, dvs. dele af variabelnavnet kan skrives med seenket skrift. Det
er altsa helt i orden med navne som

'xtop 0og y top
(som er noget helt andet end variablene med navnene xtop og ytop). Hvis det drejer sig
om simple indices fx

X, og ¥,
sd er det nok nemmest at skrive indices ved hjelp af den nederste del af tegn-oversig-
ten. Men ellers ma man bruge skabelonen for senket skrift:

Der findes nemlig ingen tastaturgenve; til seenket skrift. Laeg meerke til at skabelonen
for seenket skrift ogsé findes pa formateringsbjalken foroven ©.

3@'&' 'AvTI-Nsmre ~l <A A BT u Du.’*PBG
-b b

Xtop'=—— b ——
2a 2a

Vaor|

Nér man navngiver variable er det vigtigt at man undgar at bruge allerede reserverede
navne pa fx matematikkommandoer, grafer, koordinater osv. Det er fx ikke en god ide
at kalde en variabel for sum, da dette allerede er navnet pa en matematikkommando.
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1: Variabelstyring

Man kan tjekke om det er navnet pa en matematikkommando ved at se om programmet
skriver det i NORMAL SKRIFT.

Det er heller ikke en god ide at kalde en variabel for x1 eller y2, da disse navne er re-
serverede til grafer for parameterfremstillinger. I stedet ber man kalde dem x, og y,

eller benytte understregningstegnet til at skille bogstav og tal, dvs. kalde dem x 1 og
y 2.

Endelig ma det kraftigt frarddes at bruge aksebetegnelser som x, y og z eller parameter-
betegnelser som ¢, 6 og u som variabelnavne. Det kan have helt utilsigtede konsekven-
ser, da disse navne ogsé indgar i forskrifter for funktioner og parameterfremstillinger!

Vi vender nu kortvarigt tilbage til variable med familienavne. Sddanne variable oprettes
automatisk af TI-Nspire CAS under bestemte omstendigheder. Fx oprettes der helt
automatisk en stribe statistiske variable med familienavnet stat., nar man udferer en
statistisk beregning, fx en linear regression.

e A frwwe e A aln T U P T f| x_data:={1,23,45} - {1.2,3,45)

- =
2= {Handivgee ' y_data:={1,3,6,10,15} » {1,3,6,10,15
Fii asranasones .
SRR LinRegMx x_data,y_data,1: Copy Var stat.RegEqn,f1: stat.results
P -4 y Py BHq

"Titel"  "Linezer regression (mx+b)"
A rere "RegEqn" "m- x+b"
& SWnassilinger for matematieR ¢ " " -
- - m 3.5

o [ R o iy

doszra : ey 0.972222

X= 3 M0t "t 0.986013

Jid 4 D#terential- o irtegratiegning + Ly

% sy TIISTRIG v o

[28) 7-Maticer 09 vertorer » | 2/Stat resurater 2 Statistik mad to varatle

. , [ 3ustematemats )

e — O T thoner * | a:Lingser regression (b

+| & Median=medianlinge
E:Konfigensintervaller 1 | &:Andengra
T Statistisha b ajpgragsieg

Det er nu afgerende at forsta at disse variable overskrives naste gang man udferer en
statistisk beregning indenfor den samme opgave. Hvis man vil beskytte resultatet af den
statistiske beregning ma man derfor gd omhyggeligt frem! Der er to forskellige strate-
gier: I Lister og regneark-varkstedet beskyttes resultatet automatisk ved hjelp af en
CopyVar kommando, der overferer indholdet af de statiske variable fra den lineere
regression til nye statistiske variable:

D=LinRegMx('x_data,'y_data,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'f7: CopyVar Stat., Stat1.

F=QuadReg('x_data,'y_data,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,' £2: CopyVar Stat., Stat2.

® A x_data [Fy_data [© o] E F 0
= =LinRegMx(" =QuadReg(
1 1 1|Titel Lineaer regr... Titel Andengrad..
2 2 3|RegEgn |m*x+b RegEqn |a*x"2+b*x...
3 3 6/m 3.5|]a 0.5
4 4 10b -3.5b 0.5
5 5 15|r? 0.972222/c -1.e13
i r 0.986013 R? 1.
7 Resid {1.,-0.5,-1.,.. Resid {1.e-14,76...
8
9
10 =
151
D) :LinReng('xfdata,'yfdata,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'fI: CopyVar St
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1: Variabelstyring

I Note-varkstedet er man ikke sd heldig: Her m& man selv beskytte den statistiske ud-
regning. Det sker ved at beskytte matematikfeltet med resultaterne fra den forste stati-
stiske beregning, idet et beskyttet matematikfelt ikke opdateres (med mindre du giver
lov til det ©). Du beskytter et eller flere matematikfelter ved at sveerte det/dem til, hgj-
reklikke og veelge: 9:Handlinger » 4:Deaktiver. Uden beskyttelse fas en fejlmeddelel-
se, nar man forsgger at udfere den anden regression.

LinRegMx x_data,y_data,1: CopyVar stat.RegEqn,fl: stat.results
"Titel"  "Linezr regression (mx+b)"
"RegEqn" "m- x+b"
3.5
-3.5
" 0.972222
"y 0.986013 r
LI "Resid" "{...}"

"m"

b

"Resid"

QuadReg x_data,y_data,1: Copy Var stat.RegEqn,f2: stat.results
*+ Fejl: Andringen kan ikke accepteres: Cirkulzer reference.

LinRegMx x_data,y_data,1l: CopyVar stat.RegEqn fl: stat.results
"Titel"  "Lineer regression (mx+b)"
"RegEqn" "m- x+b"
"m" 3.5
"b" 3.5
"2 0.972222
0.986013

QuadReg x_data,y_data,l: CopyVar stat.RegEqn f2: stat.vesults
"Titel"  "Andengradsregression”
"RegEqn" "ar x"2+b x+e"
"a" 0.5
"b" 0.5
" -1.e-13
"R2" 1.
" Resid" iR T

x data={123.45) - (12345} y data={1361015} - |1,3610,15) |[x—data=12345]{12345] y data:={13610,15]* {13,6,10,15]

Uden beskyttelse!

Obs

Husk at variable, der
stammer fra navngiv-
ne sojler ikke for-
svinder fra variabel-
registret bare fordi
man @ndrer navnet
pa sejlen eller evt.
sletter sajlen helt.
De kan kun fjernes
fra variabelregistret
ved hjlp af DelVar-
kommandoen!

Med beskyttelse!

Automatisk oprettelse af konkrete variable

I Beregnings-varkstedet og Note-varkstedet sker tildeling af vardier til en variabel
typisk ved hjelp af en tildelingskommando, typisk :=. I de evrige verksteder er der
derimod forskellige mere skjulte procedurer for at indfere navngivne variable med
veerdier, som ikke kraever brug af tildelingskommandoen := . Det kan vere nyttigt at
kende de vigtigste af disse tilfeelde:

1. Lister og regneark

I lister og regneark-varkstedet arbejder man typisk med listevariable. 1 samme gje-
blik man navngiver en sgjle i regnearket, oprettes der en listevariabel med dette navn i
variabelregistret. Listen er tom indtil man begynder at indtaste vardier i sgjlens celler
eller frembringer veerdierne via en formel i formelfeltet lige under navnefeltet. Navn-
givne sgjler er derfor tilgeengelige fra andre veerksteder og det er fx fuldsteendigt afge-
rende for at man kan oprette grafer over data i regnearket. Den eneste made fx Dia-
grammer og Statistik-varkstedet kan hindtere grafer for data er, hvis det kan hente de
fornedne data i variabelregistret. I Lister og regneark-verkstedet er det tilradeligt at
navngive variable med mere end et bogstav, da det ellers kan forveksles med sgjlenav-
ne (eller cellebetegnelser).

# |~ x_data By_data | D 167 o
1 1 1|Titel L

12
2 2 3|RegEgn |n
3 3 6/m @
4 4 10(b g ]
5 5 15)r2 s
5 E [¢]
7 Resid { 4
8 @
g

@

10 =
— T T T T T T T
1.0152025303.540 4550
’ x_data
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1: Variabelstyring

Tilsvarende kan man kede indholdet af en eksisterende listevariabel til en sgjle ved
simpelthen at skrive variablens navn i navnefeltet eller hegjreklikke i det tomme navne-
felt og vaelge menupunktet

3: Variable » 3: Kaed til » (liste over tilgeengelige listevariable)

Nér vi kigger pé de enkelte celler sa kan de jo indeholde et tal, en tekst (skrevet i gése-
gjne), en formel (skrevet med et lighedstegn) eller et matematisk udtryk indeholdende
symbolske variable (dvs. tekst og formler uden gésegjne eller lighedstegn). Det sidste
er ikke sa velkendt sé lad os lige se et enkelt eksempel pa anvendelsen af et symbolsk
regneark: Hvis a og b er symbolske variable, dvs. de er ikke tilskrevet nogen veerdi og
star derfor ikke i variabelregistret, kan vi blot indskrive a i celle Al og b i celle A2. 1
celle A3 kan vi sé indskrive formlen = A1+A2, og trekke den ned gennem regnearket,
dvs. enhver ny celle er netop summen af de to foregaende celler. Celleformlerne vil da
blive udregnet som symbolske udtryk. Lag marke til koefficienterne, som ikke overra-
skende afspejler Fibonaccitallene ©.

A B c D E Al

a
b
a+b

a+2*b
2*a+3*b
3*a+5*b
5*a+8*b
8*a+13*b
13*a+21*b
21*a+34*b

(< e ——— 151
AS|=al+a2

Wl N|lo|lu|&~|lw | =|n|e

)
(<L

Men tilbage til en enkelt celle i en sgjle, hvor sgjlen ikke er navngivet eller drevet af en
sgjleformel: Indholdet af cellen kan da lagres som en variabel ved hjelp af tildelings-
kommandoen :=, dvs. ved simpelthen at skrive folgende i cellen

variabelnavn:=udtryk,
Eller vi kan hgjreklikke i cellen og veelge menupunktet

7: Variable » 1: Gem var.

# |~ x data By data |C D E F i
= =LinRegMx('x

1 1 1|Titel Lineaer regr... Titel

2 2 3|RegEqn |m*x+b RegEc
3 3 6/m 3.5 3.5la

4 4 10/b -3.5 b

5 5 15|r 0.972222 c

6 r 0.986013 R?

? Resid {1..-0.5,-1.,.. Resid

8

9
e mE
23| slope:=d3

Her har vi saledes gemt heeldningen for den rette linje (celle d3) i variablen slope.

Pa samme made kan vi kaede indholdet af en tom celle til en eksisterende simpel vari-
abel ved at skrive falgende i cellen
= variabelnavn
Eller vi kan hgjreklikke i cellen og veelge menupunktet
7: Variable » 3: Kad til » (liste over tilgeengelige simple variable)
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Obs

Hvis man fjerner en
forskrift fra en funk-
tion pé graflisten
forsvinder funktionen
ogsa fra variabelregi-
stret.

For én enkelt gangs
skyld er det altsa ikke
nedvendigt at bruge
DelVar for at fjerne
en variabel fra varia-
belregistret ©

1: Variabelstyring

Der er altsa rige muligheder for at lagre resultater fra regnearket i variable, der kan
bruges i andre verksteder, eller lade regnearket afspejle variable i andre vaerksteder.
Lister og regneark cr saledes i hgj grad et fuldbarent symbolsk interaktivt dynamisk
regnevarksted med kvaliteter, der fuldt ud matcher de to andre regne-varksteder: Be-
regnings-verkstedet og Note-varkstedet.

2. Grafer

(e

10 1 10

-6.72

Naér vi opretter en graf via indtastningslinjen lagres forskriften automatisk som en funk-
tionsvariabel med det navn, den er blevet tildelt, dvs. typisk f1(x), f2(x), ...(men du kan
ogsa selv vaelge navnene for dine funktioner). Det samme geelder for de ovrige grafty-
per (fx punktplot og parameterfremstillinger). Forskrifterne for alle de funktioner, vi
tegner i grafrummet havner altsd automatisk i variabelregistret og er derfor automatisk
til rddighed for andre veerksteder, ikke mindst Note-verkstedet.

Derudover kan man lagre fx mélinger og koordinater i navngivne variable. Det sker ved
at hgjreklikke i malingen/koordinaten og vaelge menupunktet lagre. Hvis vi fx har fun-
det nulpunkterne for et tredjegradspolynomium kan vi efterfolgende lagre dem i variab-
lene xy, x; og x5 og efterfolgende beregne deres sum:

5Ty [ |t - el

nulpunkter:=zeros (fl{r) ,,1’)
» {-1.87939,0.347296,1.53209 |

sum(mllpunkter) »1.613

) /
\‘( 0.347, o) .

'I’Ejtzkoj \j(l.su))j

/ £1()=c>-3 41

Tilsvarende kan man kede fx mélinger og koordinater til navngivne variable. Det sker
ved at hejreklikke og veelge menupunktet:

Variable » Kaed til » (liste over tilgeengelige simple numeriske variable)
Det sidste adbner for eksempel muligheden for som vist at kaede aksernes start- og slut-

veerdier til navngivne variable og dermed til at styre udstraekningen af koordinatsyste-
met fra andre veerksteder ©
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1: Variabelstyring

@.}n >

1:=Seneste
2:Attributter
3:15kjul
4:Fjern
S:Lagre

AcBetingelser ...

T

3y Xmin'="2 2
b Xmax:=2 * 2
Ymin=3 * -3
Ymaxi=3 * 3

0.2 X

(> 0.2 2

Kead il L "12) 1 ¥max
3

Her kaedes til ymax.

Her er aksevaerdierne keedet til Xmin, Xmax,» Ymin 09 Ymax!

3. Diagrammer og statistik

Endelig er der tegnevearkstedet Diagrammer og statistik, hvor man afbilder diverse
diagrammer for allerede eksisterende liste-variable.

164
[
12 £3(x)=10
&
< vli=4
> B84
@
44
@
@
0 T T T T T T T T T
00 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35 40 45 5.0
x_data

Men man kan ogsa tilfeje grafer for funktioner eller plotte vaerdier som lodrette linjer

ved hjelp af menupunktet & 4:Undersog data. Forskrifterne for disse funktioner
lagres da automatisk som funktionsvariable, ligesom de plottede vardier lagres automa-
tisk som simple numeriske variable.

Gensyn med parablen*

Vi vender nu som lovet tilbage til toppunktsformlen for en parabel

y=a-x’+b-x+c
med diskriminanten

d=b"-4a-c
Denne gang inddrager vi ogsé et Graf-verksted, s& man ogsa kan se parablen og ikke
bare dens ligning ©. Vi arbejder os nu hen mod diverse interaktive illustrationer af dels
koefficienterne a, b og c's betydning, dels betydningen af diskriminanten d.
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Obs

Hyvis du flytter et
Note-varksted over
pa en ny side, hvad
enten det sker ved en
opsplitning af en
eksisterende side eller
ved at kopiere og
indsztte Note-
veerkstedet pa en ny
side, er note-
vaerkstedet som
udgangspunkt inak-
tivt, dvs. matematik-
felterne passive.
Velg dem alle
(Ctrl/Cmd A), hajre-
klik og vaelg
9:handlinger » 1:
Evaluer det marke-
rede

1: Variabelstyring

a=l:b:=2:¢:="1* -1

d=b2-4ac-8

1 /fl(x):a x2+h X+

-6.75

Det forste trick er at handtere variablene som skydervariable, sa vi kan treekke i dem.
Skyderen er den arketypiske reprasentation af en numerisk variabel, hvor man for alvor
kan se og fole, at den er variabel. For bedre at kunne se skyderne splitter vi de to vaerk-
stedsruder ad, sa Graf-verkstedet far sit eget vindue (fx med genvejen Ctrl/Cmd 6):

-6.76.

Husk at genaktivere formlerne pa Note-siden, nér du splitter vaerkstederne ad.

Laeg merke til forskellige raffinementer: Skyderne for de uathangige variable a, b og
¢, dvs. koefficienterne til andengradspolynomiet er alle afsat lodret. De er ogsa alle
afsat, s nulpunktet pa skyderens skala netop falder pa x-aksen. Det er altsd visuelt me-
get nemt at se deres fortegn! Endelig er skyderen for ¢ anbragt opad y-aksen og skalaen
er netop tilpasset y-aksens skala, sa det visuelt bliver meget tydeligt at ¢ netop regulerer
skeeringen med y-aksen. For yderligere at fremhave denne pointe har vi tilfejet skee-
ringspunktet med y-aksen og fremhaevet skaeringspunktet ved at fede punktet op og
farve det blat.

Traekker vi i skyderne for a, b og ¢ overtager vi nu tildelingen af verdierne til a, b og ¢
fra de tilsvarende tildelinger p&4 Note-siden. P4 denne méde kan vi altid konvertere en
almindelig numerisk variabel til en skyder variabel. Vi kan endda oprette flere eksem-
plarer af den samme skyder som kan operere fra forskellige sider i dokumentet. Hver
gang vi treekker i en skyder et eller andet sted i dokumentet er det s& denne skyder der
overtager tildelingen af verdier til variablen i variabelregistret og alle de andre skydere
retter bare ind © .

Laeg ogsa merke til, at vi har afgrenset skyderen for den athaengige variabel d af et
grat rektangel. Det skal tjene som en reminder om at vi ikke under nogen omstaendig-
heder ma traekke i skyderen for d! Gor vi det overtager vi jo kontrollen med tildelin-
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1: Variabelstyring

gen af verdier til variablen d, og s er den ikke laengere afhengig! Den skal bare folge
med nar vi trekker i1 de andre skydere. Ydermere har vi placeret skalaen for skyderen d,
s& nulpunktet falder pa y-aksen. Det er altsd meget nemt at se om den er negativ eller
positiv. Det har som bekendt konsekvenser for skeringen mellem x-aksen og parablen:
Hvis d er negativ er der ingen skeringspunkter. Hvis d er nul er der netop et rorings-
punkt og hvis d er positiv er der to skaringspunkter. Vi har derfor tilfejet skaerings-
punkterne mellem x-aksen og parablen og fremhevet dem ved at fede punkterne op og
farvet dem grenne.

Prov nu selv at treekke 1 skyderne for a, b og ¢ og se hvilken indflydelse det har pa pa-
rablens form og placering.

Den ovenstiende illustration er serlig rettet mod at vise betydningen af koefficienten c.
Det er mere udfordrende at vise betydningen af koefficienterne a og b!

Her star a for parablens krumning eller hulning. Det er nemt at se a's fortegn, der jo
afspejler om parablen er glad eller sur. Men det er svarere at se storrelsen af a! Det kan
dog gares pa forskellige mader. Fx kan man overveje, hvad der sker, ndr man bevager
sig stykket 1 veek fra toppunktet.

Tilsvarende star b for haeldningen af grafen i skeeringspunktet med y-aksen. Man kan da
med fordel tilfoje tangenten i skaeringspunktet, dvs. den lineere del af andengradspoly-
nomiet

f2(x)=b-x+c
Det gor det muligt at illustrere betydningen af b som en haldning.

Vi gér ikke ind i detaljer men lader det std som en udfordring at frembringe passende
interaktive illustrationer, der viser betydningen af koefficienterne a og b ©

I stedet vender vi os mod toppunktet for parablen: Vi vil altsd nu inddrage toppunkts-
formlerne og tilfgjer derfor disse til Note-varkstedet.

ab:e - 1.5
d=b3-4-a-c - 1.82

b »-1.03093

a
Ytop: 4
top. =
P 4

Xtop. =

|,

» 0.469072

1)

Laeg merke til den forste linje: Det er ikke leengere Note-varkstedet, der styrer veerdien
af a, b og ¢ ©. Det forste matematikfelt afspejler nu blot den aktuelle indstilling af sky-
derne for a, b og c (og da det er en multipel kommando ser vi kun den sidste vaerdi).

Vi skal nu have overfort toppunktsformlen til Graf-verkstedet. For ikke at adelegge
den Graf-side vi allerede har bygget op til illustration af koefficienten c, overforer vi
denne side til en ny Graf-side. Det gores nemmest ved ude i sidesortereren at tage en
kopi af graf-siden og sa indsette den som den neste side!
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1: Variabelstyring

%4 Gensyn med toppunktsformlen - TI-Nspire™ CAS Student Software

Fil

@ M QE Eﬁ % @ Indsaal - @ @ - E - @Eksempelvﬂ'sning af dokument =

»

Rediger Vis Indszet Veerkigjer Vindue Hjzlp

Dokumentvarktajslinje

-
-~ ¥ Opgawve 1 -
6.76
= a=151 b =5 x=a'x2+b'x+c
259 254
- E
1 e .
. - 1
X
= 5
| & wip ctri+X | | b
= Kopier  Ctri+C |8 4
ndszt  Cirl+ i i -25
P side cti+ || 1 =
¥ opgave . .
st Delete | 577
. . r . . :
-25 25.
-6.76 L
empler pa __beltildelinger Xl :Tﬁdmﬁemgmisium xl " Zensyn med toppunkisformlen xl( L=
Sidestarrelse:Computer 12 Indstillinger Zoom: |150% |- Tykkelse: [100% ~-| - +
L =

@ Eksempelvisning af dokument -

»

-
o I 6.76
a =1Bl=5 fl(x]=a-x2+b-x+c
1l 25 95 =
; 4 4
- -
| 1
I 1 = 1
' vt =
6] 3
=3 _5 ]
I ‘ ' 2 1 7
1 2.5
i -35 25
d =851
. . r . . .
-25 25.
-6.76.
= empler pa ..beltildelinger Xl :Tesldnlﬁemgesshm xl :Gensyn med toppunkisformlen xl( e
Sidestsrrelse:Computer 13 Indstillinger Foom: |150% |- Tykkelse: [100% ~-|- +

Vi skal sa have overfort toppunktsformlerne til graf-veerkstedet. Det kan geres pé rig-
tigt mange méder. Her keder vi simpelthen et frit punkts koordinater til variablene x,,,

0g Y, - Du indferer altsa et frit punkt (sa det mé fx ikke ligge pé parablen, men skal

indsattes i et tomt rum pé Graf-siden), bestemmer dets koordinater og keeder! Pé figu-
ren har vi fedet toppunktet op og farvet det rodt.
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1: Variabelstyring

6.76 | v

f1 (x):a x2+b xX+c

2o,
2a

A5 4 0460
4a
.

A

graf f14

=6.76.

Vi har ydermere tilfojet tekstbokse med formlerne for x-koordianten og y-koordinaten
og beregnet disse (hvor vi har tastet L for at fa indsat vaerdierne for de variable a, b, ¢

og d). Disse verdier kan sd overfores til akserne (sma rade punkter), og endelig kan vi
tilfgje lodrette og vandrette vektorer, der peger pa toppuntket.

Som altid i TI-Nspire CAS er der mange forskelige mader at opbygge en sddan
illustration. Vi har bare antydet nogle fa — kun fantasien satter en graense for hvordan
man kan udnytte interaktiviteten og dynamikken indbygget i TI-Nspire CAS ©
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Ligninger og uligheder

Losning af ligninger og uligheder med Solve-kommandoen

Du har allerede set nogle eksempler pd sével symbolsk som numerisk ligningslgsning med
Solve-kommandoen, men der er meget mere at se pa i den forbindelse:

* trigonometriske ligninger

* to ligninger med to ubekendte

* ligninger med parametre

* numerisk nulpunktsbestemmelse
* uligheder

1. Trigonometriske ligninger

Lgs ligningen sin(v) =0.65, hvor 0°<v <180°

Indszt et Note-varksted og los ligningen med betingelsen 0<v<180:

solve(sin{.v]:().65,v]\0<v<180

* v=6.28319- n1+0.707584 and -0.112616<1.- n1<28.5353

and 0.=pI1<28. or

Tip ¥=6.28319- n1+2.43401 and -0.387384<1.- n1<28.2605 and 0.<n1<28.
Det er ikke sikkert, {1
at du far n1 i los-
ningen. Naste gang,
du leser en ligning
af denne type, ud-
trykkes losningen
ved n2 osv. indtil
n255, hvor der
startes forfra.

Hvis du fér et resultat, som det du ser i skeermbilledet ovenfor, er det fordi din TI-Nspire
CAS som generel fabriksindstilling er indstillet til at regne i radianer.

Du kan let tjekke din indstilling ved holde markeren over feltet Indstillinger :

[ “Dokumenti x| “Dokument2 x| 4b B

Sidesterrelse:Computer 1.{ Indstillinger] = Tykkelse:'WU% - -+

RAD AUTO REEL'

Tip Det er meget nemt at fa eendret resultatet til grader i Note-varkstedet:
Du kan ogsa tvinge
Solve-kommandoen ek )ik pa resultatet og veelg 8:Attibutter for matematikfelt, og skift til grader i den dia-
til at finde lgsninger loaboks d. du far d ked 1 K billede f d
il e ogboks der popper op — og du far et gns ede resu tat (Venstre skermbillede forne en).
tilfoje et gradtegn til Uden betingelsen 0<v<180 ser losningen derimod lidt underligt ud, men viser, hvordan TI-

variablen, dvs. Nspire CAS tackler en ligning med uendelig mange losninger (hgjre skeermbillede forneden).
Solve(sin(v°) = 0.65,
v)|0<v<180
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2: Ligninger og uligheder

[ N M teahe

: faden ez din 100
solve(sin o Astributter for matematikfelt (Aktuel) = o
»v=6.2 .112616<1.- n1<28.5353 616<1.- n1<28.5353
and 0 _ Input og output: ‘Vis input og output = | _
v=6.2 87384<1.- n1<28.2605 and 0.=n1<28. { 84<1.- n1<28.2605 and 0.=n1<28.
r 4:indset 7| Indsaet symbol: - -
- 5:5let i

Cifre i display: ‘Auto =
6:Farmater tekst. ..

7.Farve 4

8 Attributter for matematikfelt

3:Handlinger »

solve(sin(v)=0.65,v)|0<y<180 » v=40.5416 or v=139.458 solve(sin(v]=0.65,v)|0<¥<180 » v=40.5416 or v=139.458

N solve(sin(v}=0.65,%) » v=360." (h4+0.112616) or v=360.- (n4+0.387384)

| de ovenstaende matematikfelter er vinkelmalet sat til grader!

Variablen n4 star for en heltallig konstant.

Losningerne i intervallet 0<y<180 finder du sé ved at satte nd4 = 0. Det klarer du sddan: Ko-
pier lgsningerne til et nyt matematikfelt og tilfej [nd4 = 0, idet du ogsa kopierer og indsztter
n4, som ikke er en almindelig bogstavvariabel.

solve(sin(v)=0.65,v)|0<v<180 » v=40.5416 or v=139.458
solvelsin(v)=0.65,v) » v=360.- (n4+0.112616) or v=360.- (n4+0. 387384)
Tip v=360. (n4+0.112616) or v=360. - (n4+0.387384)|n4=0

Du kan ogsﬁ hente n » v=40.5418 or v=139.458

fra symbolpaletten | de ovenstaende matematikfelteb' er vinkelmalet sat il grader!

— eller skriv @n4,
hvor @ forteller, at
der kommer et
specialtegn.

Bemeerkning: Du kan 1 princippet ogsa @ndre indstillingerne permanent ved at dobbelt-klikke
pa Indstillinger i statuslinjen og @ndre Vinkel til grader. Men vi vil ikke anbefale at man
@ndrer pa de generelle indstillinger, da man sa kan have svert ved at sammenligne ens egne
resultater med de resultater, de andre i klassen far ©. Hvis alle kerer med de samme fabriks-
indstillinger, s er der allerede et problem mindre at slds med, nar der sker noget uventet.

Husk ogsé at du kan tvinge TI-Nspire CAS til at regne i grader ved at tilfeje velvalgte grad-
tegn, fx ved at skrive sin(30°) i stedet for sin(30), hvor du overlader det til TI-Nspire CAS
selv at veelge vinkelmalet ©
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2: Ligninger og uligheder

2. To ligninger med to ubekendte

Los ligningssystemet
X A+2x+y —4y-3=0 A y=4x

Geometrisk svarer opgaven til at finde skeeringspunkterne mellem en cirkel og en linje. Disse

kan indtegnes ved brug af graftypen Ligninger i et Graf-verksted:

d g/Redig

2Velg fra historik ..

4. Tabel

1:Funktion

3:Parameterfremstilling

4:Folzer ligning
S:Punktplot
6:Liste fra formel

7:Differentialligning

& 1:Linje v

2:Farabel *

10 (x=h)*+(y-k)’=r’

2 ax’+ay b xtoy+d=0

4:Ellipse  *

S:Hyperbel *
6:Keglesnit »

6721y /
/

/(144)

2aptea xi(-4) pe(-2)=0

10 1 10([10 1 10
(-0.176,-0.706

;

76.72

-6.72

Du indtaster nemmest ligningssystemet ved at benytte skabelonen for to ligninger med to
ubekendte. Her er ligningssystemet lost i et Note-vaerksted — forst med Enter for at i en
eksakt losning og derefter med Ctrl/Cmd Enter for at fa en tilneermet losning:

[ 200 2 0 o -3 -12
solve {; T2 atyT -4 y-3=0 ,.r,y' - .1'=; and y=F or x=1 and y=4

y=4x
(Enter!)
: [x242- vty2-4 y-320 |
T]p solve|{¥~ T2 4Hy Y BN (Ctrl/Cmd Enter!)
Hvis du ikke bruger A= o
. » v=-0.176471 and y=-0.705882 or x=1. and y=4.
skabelonen til ind- -
tastningen af lig- =
ningssystemet, skal
du skrive
system(ligning1,
ligning?2).

3. Ligninger med parametre

Maske har det undret dig, at du altid skal skrive, hvilken eller hvilke variable du vil lese lig-

ningen med hensyn til. Det h&nger sammen med, at TI-Nspire CAS ogsa kan handtere lig-
ninger med parametre:

Los ligningssystemet
2x—y—1=0Ay=3x"—a-x—1

Geometrisk svarer denne opgave til at finde skeringspunktet mellem en ret linje og en para-
bel. Indtast nu ligningssystemet som vist nedenfor:
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(2 x-p-1=0 | a2 2 a+l
solve - Xy - x=——and y=
=3 x"-a x-1 3

=

or x=0 and y=-1
] 3

Hvis vi skal illustrere losningen geometrisk skal vi gé lidt mere forsigtigt frem. Vi kan igen
indtegne kurverne ved brug af graftypen Ligninger i et Graf-varksted, men denne gang skal
vi ogsé indfere en skyder for parameteren a. For at undga at pavirke resultatet af den oven-

stdende beregning i Note-vaerkstedet er det nu afgerende at vi opretter Grafvaerkstedet i en ny

opgave, sd Note-varkstedet beholder parameteren a som en symbolsk variabel, mens Graf-
vaerkstedet handterer parameteren a som en konkret numerisk variabel.

1:Grafindtastning/Redigér + [EESR
2Velg fra historik ..

1:Linje

T
v 2 x-p=1

3:Parameterfremstiling | BER=EIERE NG
4:Tabel

¥ | 4:Polzer ligning
3|

10 y=ar(x-h)*+k
3 x=a-(y-k)*+h

3 Cirkel 4

S:Punktplot

|
\
06
4:Ellipse  *

6:Liste fra formel

b

5:Hyperbel *

7-Differentialligning

6:Keglesnit »

y=3 x%+(-a) xe(-1) |
4 x=a-y’tby+e 511
1 ) T
10

\
10

a =4.17
-6.72 :

-

-6.72

Ikke blot kan du da se, at linjen og parablen altid skarer hinanden i punktet (0,-1). Du kan
ogsé se, at det andet skaeringspunkt passer med den fundne formel, idet du som vist kan

indfore tekstbokse med losningsformlerne for x og y og derefter fi dem udregnet (hvor du
taster L som verdi for a for at treekke skyderens verdi ind i formlen).

4. Numerisk lgsning af ligninger

Los ligningen x+2 =2"
Tip

Du kan styre solve

q o1 Hvis du lgser ligningen i et Note-vearksted, vil du se en lille advarselstrekant. Klikker du pa
ﬁig:; gf(: 1'pa los- denne, vil du se, at advarslen skyldes, at der kan vare flere lgsninger.

solve(x+2 = 2%,

x=1)
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L

solve[\'+2=2"',.\') » x="1.69009 or .1'=2.l&

Advarsel

|Der kan vzere flere l@sninger. Forsag at -
specificere relevante nedre og @vre graenser
ogleller et gaet.
Eksempler ved hjzelp af solve(): £2(x)=2"
+ solve(Ligning, Var=Gaet)|nedre (-169,031) 1
graense<Var<pvre graense _ X
+ solve(Ligning, Var)|nedre 10 1 10
graense<Var<pvre graense
+ solve(Ligning, Var=Geet)

“6.72

Tip

Du kan ogsé styre
nsolve med et gt
pé lesningen. Det er
specielt nyttigt, hvis
solve helt mé opgi-
ve at komme med
en losning, og du
ved, at der er en.

Laeg marke til, at TI-Nspire CAS denne gang opgiver at regne symbolsk og i stedet regner
videre numerisk. I den slags situationer er det specielt vigtigt at bruge Graf-varktejet for at
se efter, om alle lesninger nu ogsé er fundet ©

Det haender at solve-kommandoen mé opgive at finde en losning fordi den kaster sig ud i alt

for vilde forseg pa at finde den. S& kan man lige s& godt skifte til den numeriske solver nsol-
ve() og lade den prove krafter med ligningen.

5. Lgsning af uligheder

Du kan ogsa lese uligheder ved hjelp af Solve-kommandoen:

Los uligheden —1 x> —6x—16 < 2x+14

Uligheden indtastes pracis som en ligning — blot skal du anvende et ulighedstegn i stedet
for et lighedstegn. Ulighedstegnet < kan hentes i tegn-oversigten eller blot indskrives pa for-
men <=. P4 det hgjre skaermbillede ser du en grafisk illustration af lesningen, hvor vi har
tilfgjet losningsintervallerne med handkraft.

L

o -
solve T ,\'2*6' x-16=2- x+14.x| » v=-10 or x=-6 /

15

Du kan imidlertid ogsa fa TI-Nspire CAS til at tegne losningsintervallerne automatisk ved at
bruge en stykvis defineret lpsningsfunktion, som kun er defineret, nér uligheden er opfyldt.
Vi giver lesningsfunktionen vaerdien 0, s grafen/lesningsintervallerne treekkes op langs x-
aksen. Husk at opfede grafen for lesningsfunktionen, da den ellers falder i et med x-aksen!
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Tip

I stedet for at bruge
skabelonen {::
der godt kan drille
lidt, kan du i stedet
bruge When-kom-
mandoen
When(betingelse,
sand-veerdi, falsk-
veerdi), dvs. skrive
f3(x) = when(

Yo X-6-x-16 <2.x-14
, 0, undef)

2: Ligninger og uligheder

I S - = | [ |

=4 Lpsning af uligheder - TI-Nspire™ CAS Student Software

Fil Rediger Vis Indsat Veerktejer Vindue Hjeelp

E\ﬂdsiﬂi @ 65} @ - i -

@ Eksempelvisning af dokument =

»

| 7

<onet for atindsztte E
Vo e e e ||| O
8 {8 {8 ol fa [ ma™y
OB A5 x

fin fun 2 O ﬁ

5]¥
1,
{0, —_—xT -0 x-1652-x+14
2

undef. Else
s funktion med 2 stykker

[ # Guidertil ( )7_1 5
stykkevis funktion med 2 stykker filx, ,? x“-6x-16

=i Tegn
[57 Katalag

|
|
IZ Matematiske operatorer ‘
|
)

f2(x)=2- x+14

~10

%n Enheder og naturkonstanter
(11! Biblioteker

x| " Lesning afuligheder X |4 » B

“Lasning af ligni x

Sidestarrelse:Computer 13 Indstillinger Tykke\se:‘wﬂ% -+

Losning af ligninger uden brug af Solve-kommandoen

Der er mange situationer hvor det er fint nok at lade CAS-vaerktojet lose ligninger med
Solve-kommandoen. Men der er ogsd mange situationer, hvor det er vigtigt for forstielsen at
man selv kan lgse simple ligninger og ligningssystemer i handen.

S4a vi vil nu se nermere pad hvordan man kan treene sddanne ferdigheder med stotte fra TI-
Nspire CAS uden at stotte sig til Solve-kommandoen, men med brug af de samme teknikker,
som man bruger nir man arbejder med papir og blyant. TI-Nspire CAS er en fantastisk
treeningspartner, fordi programmet ikke bare har en engels tilmodighed men ogsa tydeligt
viser, hvorndr man ger det rigtigt og hvornar man ger det forkert ©.

1. Lgsning af en simpel linezcer ligning

Vi leegger ud med at dikutere hvordan man kan lese en simpel lineer ligning som fx
—2x+5=4+x

Geometrisk er der tale om skaering mellem to rette linjer, givet som grafer for henholdsvis

venstresiden og hgjresiden af ligningen. Det er nemmest at lose ligninger i Beregnings-

vaerktajet, s vi viser forst teknikken her. Vi opretter altsa en delt side med et Beregnings-

veerksted til venstre og et Graf-veerksted til hgjre:

-2 x+5=d+x 5-2 x=x+4 5 \13.52
|
(0.333,433)
1
-10
£1(x)=-2 x+5
5 -13.52
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Efter at have indskrevet ligningen i Beregnings-varkstedet overvejer vi nu lesnings-
strategien. Vi skal have samlet x'erne pé venstre siden og konstanterne pé hejresiden. Vi
leegger derfor x til pd begge sider af ligningen, ligesom vi treekker 5 fra pad begge sider af
ligningen.

I forste omgang taster vi derfor - pé tastaturet. Her svarer programmet med et spergsmal: Er
det et regne -minus eller et fortegns -minus (negation):

2:(=) Megere

Da det er et regne-minus vaelger vi den forste mulighed og taster derefter x og Enter

-2 x+5=4+x 5-2- x=x+4 -2 x+5=4+x 5-2- x=x+4

Ans—] (5-2 x=x+4)—x 5-3-x=4

For det afsluttende Enter indsattes automatisk et Ans (for Answer). Efter det afsluttende
Enter erstattes Ans af det sidst udregnede udtryk, dvs. det reducerede ligningssystem.

I naeste trin treekker vi nu 5 fra pa begge sider pd samme méde ved at taste -

~2 x+5=d4x S-2 x=x+4 ~2 x+S=d4x S-2 x=x+4
(5-2 x=x+4)—x 5-3 x=4 (5-2 x=x+4)—x 5-3-x=4
Ans—5| (5-3-x=4)-5 3x=-1

Vi har nu féet samlet x'erne pa venstresiden og konstanterne pé hgjresiden. Selv om det ikke
er afgerende anses det for en skenhedsfejl at koefficienten til x er negativ. Vi skifter derfor
fortegn pa begge sider af ligningen ved denne gang at taste - og vaelge fortegnsskiftet. Denne
gang ma vi selv skrive Ans!

-2 x+S=d4x 5-2 x=x+4 -2 x+5=44x 5-2- x=x+4
(5-2- x=x+4)—x 5-3-x=4 (5-2 x=x+4)—x 5-3 x=4
(5-3-x=4)-5 3 x=-1 (5-3-x=4)-5 -3 x=-1
-Ans| A2 x=-1) 3 x=1

Sadan! Nu ser det panere ud. Sa skal vi blot dividere ligningen med 3 pa begge sider for at
isolere x. Denne gang taster vi derfor /

“2-x+5=dtx 5-2-x=x+d -2 x+5=dtx 5-2- x=x+4
(5-2 x=x+4)-x 5-3-x=4 (5-2- x=x+d)-x 5-3-x=4
(5-3-x=4)-5 3x=1 (5-3-x=4)-5 3 x=-1
{3x=-1) 3 x-1 (3 x=-1) 3 x=1
Ans/3 3x=1 1
)

2 2

Og dermed er x isoleret og vi finder den samme lgsning som i Graf-verkstedet ©.
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Kunne vi i princippet ikke have gjort det samme i et Note-vaerksted? Jo, i princippet, men
ikke lige sé fleksibelt, gennemskueligt og elegant © Note-verkstedet understotter siledes
ikke Ans og man kan fx ikke lige pile op og hente tidligere brugte udtryk.

Der er nu flere strategier man kan vaelge mellem: Hvis man gerne vil dokumentere losnings-
metoden skriftligt, udferer man selve lgsningsmetoden i Beregnings-varkstedet og trekker
derefter de enkelte trin over i et Note-varksted og tilfejer passende kommentarer, s tanke-
gangen fremstar tydeligt. Lag maerke til at Beregnings-verkstedet er et beskyttet vaerksted,
sa uderegningerne forsvinder ikke fra Beregnings-varkstedet, nar man treekker dem over ©
Efterfolgende kan man jo sé slette Beregnings-verkstedet, hvis det ikke leengere tjener sit
formal som dokumentation af lesningsmetoden.

E Ligningen indskrives
= e n NASSNIY

Der trekkes x fra pa begge sider
45-2- x=x+4)—x|> 5-3-x=4
Der traekkes 5 fra pa begge sider
153 =9-5) 31
Der skiftes fortegn pa begge sider
3 > 3v=1
Der divideres med 3 pa begge
sider, hvorefter x er isoleret
\[3- =1 1
3 3

Losningen er altsa x = 1/3.

=

I en lidt mere avanceret strategi, der kreever lidt fortrolighed med programmering, kan man
selv indfere en nummereret Ans-variabel, der holder styr pa udregningerne. I et Note-
vaerksted vil den samme lgsning af ligningen fx kunne se séledes ud:

-2 xtB=dix
(5-2" x=x+4)—x
(5-3-x=4)-5
(-3 x=1)
3 x=1

3

—
52 x—x+4 || |ans0:=-2 x+5=4+1 » 5-2- y=x+4 Vi gemmer ligningen i Ans0.
5-3 x=4 ansl:=ans0-v = 5-3-y=4 Vitraekker x fra pa begge sider.
-3-x="1 ans2:=ans1-5 * -3-y=-1 Vi traekker 5 fra pa begge sider.
3 x=1 ans3:=-ans2 - 3 =1 Vi skifter fortegn pa begge sider.
1 3 1 R . .
e ansdi=20 - y== Vi dividerer med 3 pa begge sider.
3 3

Denne gang er alle ligningerne i Note-varksted kaedede, sé retter man i fx den forste ligning
slar rettelserne igennem i de folgende ligninger ©. Til gengaeld er det ikke helt s tydeligt,
hvad de forskellige ans-variable star for — der skal man ind og nerlese linjerne trin for trin!

Endelig skal vi bemarke at teknikken selvfolgelig ogsa virker pé rene bogstavligninger, som
fx
a-x+b=c-x+d

Prov selv ©. Undervejs i lasningsprocessen far du en advarsel. Husk at kommentere denne!
Hvorfar far du en advarsel og hvad er det helt preecis vi skal tage hgjde for?
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2. Lgsning af to lineaere ligninger med to ubekendte

De samme teknikker kan bruges til losning af lineaere ligningssystemer, fx
2x—y=5
-x+3y=4
Geometrisk er der igen tale om skaering mellem to rette linjer. Linjerne tegnes nemmest ved
at skifte til Graf-typen ligninger

O e jb~| [l dy=]

2 x—y=5

x+3 y=4

2 x—p=5 [

3 y-x=4

13.49

x+3 y=4

-10

=)

2 x-y=5

713.49

Vi vil nu lese ligningerne med lige store koefficienters metode. Vi vil da fx forst finde x. Vi
skal da have elmineret y. Ved at gange den gverste ligning med 3, opnar vi at de to ligningere
far samme koefficient til y, dog med modsat fortegn. Derefter kan ligningerne legges
sammen og leddene med y forsvinder ud af ligningen. Da Ans refererer til den sidste ligning
skal vi denne gang ga lidt anderledes frem. Vi taster 3 ganget med parentes, piler op og
henter den forste ligning og laegger en parentes til, hvorefter vi piler op henter den anden

ligning:
& &
2 x=y=5 2-x=y=5 2 x=y=5 2-x—y=5
X+ y=4 3 y-x=4 X+ y=4 3 y—x=4
3 (2 x—p=5)+(3 y—x=4) 3+ (2 x—=5)+(3- y—x=4) 5-x=19
Derefter dividerer vi pa begge sider med 5 og vi har isoleret x.
2]
2 x-p=5 2 x=y=5 2 x—y=5 2-x-p=5
wt+3oy=4 3 y—x=4 x+3 y=4 3 p-x=4
3 (2 xp=5)+(3 yx=4) 5-x=19 3 (2 x—p=5)+(3 y—x=4) 5-x=19
Ans/S £-x=19 19
Xm—
5 5

Vi kunne nu gere det samme med y. Men ofte skifter man nu til substitutionsmetoden og
indsatter den fundne veerdi af x 1 fx den forste af ligningerne. Vi piler derfor op og henter den
forste ligning, taster | og piler op og henter den fundne verdi af x:
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] )
2 x—y=5 2 x-y=5 2 x—y=5 2 x-y=5
x+3 =4 3 y-x=4 x+3 =4 3 y-x=4
3 (2 x—p=5)+(3 y—x=4) 5 x=19 3 (2 x—p=5)+(3 y—x=4) 5 x=19
5 x=19 19 5 x=19 19
X=— r=—
5 5 5 5
19 19 38
2 x—p=5pr=— 2 x—y=5pe=— ——»=5
g 5 5

Derefter isoleres y pa sedvanlig vis og tilsidst piler vi op og henter de to fundne losninger ind
i en krollet parentes — og vi taster Ctrl/Cmd Enter for ogsé at se den tilnermede losning:

[
2 x=y=>5 2 x—p=5 [] 13.49
X+3 y=4 3y—x=4
3+ (2 x—p=5)+(3 y—x=4) 5-x=19
5 x=19 19
e
5 5
2 =Sx= -8 =5
x—p=5p= S = k3 =4 >
38 38 -13 [|Fo
=g Jm—
5 5 5
-13 13 2-x—yp=5
Ny=— y=— 7
5 )
19 13 x=3.8,y=26
ML) {x=38y=26}
5 5
= 713.49

Som det ses er der fuld overensstemmelse med den grafiske losning ©

Igen bemerker vi, at teknikken selvfolgelig ogsé virker pd rene bogstavligninger, som fx

a,-x+b-y=c

a, - x+b,-y=c,

Prov selv ©. Undervejs i lasningsprocessen far du en advarsel. Husk at kommentere denne!
Hvorfar far du en advarsel og hvad er det helt preecis vi skal tage hgjde for?

3. Gensyn med skaeringen mellem en cirkel og en ret linje*

Vi vender nu tilbage til ligningssystemet
X +2x+y —4y-3=0 A y=4x

Denne gang bestar det altsd af en forstegradsligning (ret linje) og en andengradsligning
(cirkel). Vi har allerede set pa den grafiske repreesentation af ligningssystemet:
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6.72 | v

e
I‘."‘I‘ w2242 xe(-4) p+(2)-0
1/
I X
1

10 ]
(-0.176,-0.706 )y

Vi vil nu forsege at lase det uden brug af Solve-kommandoen. Vi skal da valge en passende
losningstrategi. Det er nemt at isolere fx y i den lineere ligning (i dette tilfeelde er den faktisk
isoleret pa forhand). Indseettes udtrykket for y i cirklens ligning fas en andengradsligning i x
og det er den vi nu skal arbejde videre med:

2 2 2 2
x +2-xt+y —4-y-3=0 xr +2-xty —4-y-3=0
y=4-x y=4 x
2 2 2
v +2 vty =4 y—=3=0ly=4- x 17-x"-14-x-3=0

Vi kunne nu selvfelgelig indfere en losningsformel for andengradsligningen fx

)b sae bHbsa
grad2ligning(a,b,c):= J e \ j L Udfort
2a 2-a

Men sa kunne vi vel lige s godt have brugt en solve-kommando ©. Vi m4 alts4 i stedet
teenke strategisk. Ideen bag lgsningen af andengradsligning er at udfere en kvadratkomplet-
tering. Vi skal altsé leegge et passende led til vesntresiden, sd den kommer til at besté af et

kvadratled (pa formen x”), et dobbelt produkt (pa formen ...-x) og endnu et kvadratled

(uden x). Det kreever lidt gvelse, sa hvis man lgber sur i det kan man evt. i starten udnytte at

der findes en kommando CompleteSquare i kateloget, der kan udfere det automatisk
CompleteSquare(udtryk, var)

Men her snyder vi ikke pa veegten ©
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X242 xtp2 -4 y-3-0p=4- x 17-x2-14-x-3=0
® Vi dividerer med 17 pd begge sider
17 x2-14 x-2-0 17 x2-14 x-3 "
17 17

® Vi slar breken i stykker

) 17-x%-14 x-3 0] A s 2 o
expand [ ————=

17 17 17
3
® Vi flytter — over pa den anden side af lighedstegnet
17

14-x 3 1l4-x 3
xzf————o Hr=— x27 =—

17 17 17 17 17

7 .
© Vilegger nu det manglende kvadratled |— | il pa begge sider
17
5 14x 3 5 712 x2_14-x+ 49=100

< — = |+ —

17 17) |17 17 289 289

© Hvis alt er gdet godt skal venstre siden nu veere kvadratet pa en toleddet sterrelse @ . Vi
tjekker med en faktorisering

(17:x-7)2 2252
289

7 14'x 4% 100
factor|x ™ ——+—=——o
17 289 289 5

17

© Det gik godt! 83 wi ganger nu med 289 pa begge sider

(17-x-7)2 100

289 289

A VI
280 (17 x-7)%=100

© Til sidst uddrager vi kvadratroden pa begge sider

(17 x-7)2=100 |17 x-7]-10

Vi er nu ganske teet pa! Vi skal bare ud af absolutverdifunktionen, dvs. vi er nedt til at
arbejde os sarskilt igennem de to tilfeelde. Vi skal altsa splitte ligningen 1 to tilfzelde:

17-x-7=%10
" T A]
© Til sidst uddrager vi kvadratroden pa begge sider
(17 x-7)2=100 |17-x-7]-10
© Ferste tilfzlde
17 x-7=10 17 x-7=10
(17 x-7=10)+7 17-x=17
17 x=17 x=1
17
© Andet tilfzelde
17 x-7=-10 17-x-7=-10
(17 %-7=-10)+7 17-x=-3
17 x=-3 =2
—_—= X=—
17 17
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Vi finder altsa via lidt krellede omskrivninger, at der er to lesninger: x = ﬁ og x=1.

Men dem kan vi jo sé sette ind 1 ligningen for y. Vi piler altsa op og henter ligningen for y og
substituerer de fundne vardier for x:

17 - x=17 x=1
17

© Andet tilfzlde

17 x-7=-10 17 x-7=-10
(17 x=7="10)+7 17 x=-3
17 x=3 -3
e

17 17

-3 -12

y=4 xpr=— y-—
17 17

y=4 xx=1 y=4

-3 -12
X I e
17 17

{x=1,y=4} {x=1,y=4}

Dermed har vi fundet de samme lesninger som med den grafiske metode, men denne gang
helt uden at bruge Solve-kommandoen ©

P& samme méde kan vi finde skeringspunkterne mellem en parabel og en ret linje svarende
til det ligningssystem vi allerede har kigget pa

2x—y—1=0Ay=3x"—a-x-1
Det giver selvfolgelig en ekstra udfordring, at der nu ogsé er en parameter a involveret! Prov
nu selv kreefter med dette problem ©

Gensyn med toppunktsformlen for en parabel*
Vi slutter med et gensyn med toppunktsformlen for en parabel, som vi konstruerede en inter-

aktiv illustration af i slutningen af det foregaende kapitel. Du ber derfor arbejde med denne
interaktive illustration farst ©

-6.76

Vi vil nu sette fokus pa toppunktets opfersel nar vi treekker 1 skyderne for a, b og c. Vi kig-
ger 1 farste omgang kun pa variationen af koefficienten a. Vi setter derfor et spor pa top-
punktet (fx ved at hgjreklikke og vaelge Geometrisk spor)
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&

a =144 p =2,

L]
4 -0.694

0.806

d =-464

Det kunne da godt se ud som om sporet fulgte en ret linje. Hvordan kan vi nu finde ligningen
for denne rette linje? Ved at veelge konkrete paene verdier for koefficienterne b og ¢, kan
man godt gaette en ligning i det konkrete tilfaelde. Fx kan vi jo laegge en ret linje lige oven i

sporet og aflaese dens ligning:

a =144 p =2,

yex+15

f1ld=a x24b 2 -0.694

I det konkrete tilfeelde finder vi altsé ligningen y = x+1.5 .
af kan vi nok godt geette den generelle ligning, men det ville vaere rart med en symbolsk

strategi. Noglen er toppunktsligningerne

X

Yy

Her er det kun parameteren a vi varierer, si hvis vi kunne eliminere a kunne vi finde den
onskede ligning. Det kunne vi selvfolgelig gore med en Solve-kommando

solve
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Ved at lose med hensyn til a og y opnar vi netop for det forste at a ikke optraeder i losnings-
formlen, for det andet at y isoleres, s& vi netop far y udtrykt som en funktion af x (og parame-
trene b og ¢).

Men lad os nu ferst prave om vi ikke kan gore det selv © Den forste ligning er den simpleste,
sd vi isolerer a i den forste ligning og indsetter det fundne udtryk for a i den anden ligning
(husk at skifte opgave, sé koefficienterne nu optraeder som symbolske variable!):

=
-b -b
X=— X=—
2a 2-a
(b2—4 a c) 4 a c—b2
= =
4-a 4 a
-b 2 a x=-b
FAN [ =—|2-a
2a
2 a x=-b -b
PO q=—
2-x 2-x
N 4 a c—b2 b =b'x+2'c
V= la=— 2
4 a 2:x
{} b x+2-¢ b x
expand|y= y=—tc
2 2
&

. . b .
Den sogte ligning for sporet er altsd givet ved y = E X+ ¢ i fin overensstemmelse med det

b
konkrete eksempel. Tilfgjer vi grafen for den lineare funktion y =—-x+c ser vida ogsé at

sporet falder p& denne rette linje ogsé for andre valg af b og c!

-6.76.

Herefter er turen kommet til at se hvad der sker, hvis man i stedet varierer pa b, henholdsvis
¢, men nu er du jo fortrolig med teknikkerne, s& det opfordrer vi dig til selv at udforske ©
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Funktioner

Du har allerede set flere eksempler pa, hvordan funktioner handteres. Hovedsagelig har du
foretaget indtastningen i indtastningsfeltet i Graf-verkstedet og refereret til funktionerne via
dets standardnavn, f 1, f2, osv. Men du kan selvfolgelig ogsé valge helt andre navne til
funktioner.

I dette afsnit vil du leere at
* definere funktioner i Beregnings- eller Note-verkstedet
* bestemme graenseverdier
* bestemme differentialkvotienter og finde tangenter
* finde stamfunktioner og benytte disse til arealbestemmelse

Funktioner i Beregnings- eller Note-vaerkstedet

I indtastningsfeltet i Graf-verkstedet skal du bruge x som uathaengig variabel. Definerer du
en funktion i Beregnings-varkstedet eller i Note-varkstedet, er der derimod frit valg af
navnet pa den uathangige variabel (input variablen). En definition af funktionen

fO)=t"—4t+3
vil i Beregnings-varkstedet eller Note-varkstedet derfor se séledes ud:
f(t)=t"—4t+3
Indset et Noteéa.arksted og split skeermen 1 to med et Graf-vaerksted til hgjre. Du splitter
med knappen —. Husk at funktionen defineres i et matematikfelt ©.

Grafen tegnes kan herefter tegnes i Graf-varkstedet ved at indtaste £1(x) = f(x) 1 graffeltet
(venstre skeermbillede) eller ved blot at taste y = f(x) i et tekstfelt og derefter trackke tekst-
feltet ind pa en af akserne (hejre skermbillede).

1) =% -4 143 + Udrore

El -t = | P 13.52 v

1) -tlx) 1 i y=1{x)

10 N 10 -10 1 10

"13.52 -13.52

Grafen for den omvendte funktion og andre trickede grafer

TI-Nspire CAS understotter ikke generelt omvendte funktioner. Men man kan fa tegnet gra-
fen for den omvendte funktion y = f~'(x) ved at skrive x = f(y)1 et tekstfelt og trackke

det ind pa en af akserne. Det gaelder ogsa selv om funktionen f strengt taget ikke har en enty-
dig omvendt funktion fordi den ikke er monoton.

P4 samme made kan man fa tegnet grafen for en lodret linje ved at skrive x = veerdi i et
tekstfelt og treekke det ind pé en akse. Det sidste kan man dog ogsa klare under Graftypen
Ligninger ©
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Obs

Der er en god pointe i
advarslen. Differens-
breken er kun define-
ret for & # 0, mens
det reducerede udtryk
er defineret for alle A.

3: Funktioner

fith=3-4- #+3 + Udfort 9,01 ¥

.

‘\ 1 /
‘1.8 f2-1)

Péa samme méde kan man fa tegnet grafen for uligheder pa formen y >... eller x > ... ved at
indskrive dem i tekstfelter og treekke dem ind pé en koordinatakse:

flih=r2-4- 143 - Udfort 9-01y 2

]

.

Gransevaerdier

Vi ser forst pa en konkret graenseveardi:

En funktion fer givet ved f(x)=2x" —4x+3. Bestem grensevardien af differensbroken

f@C+h-f(Q2)
h

, nar h gér mod 0.

Definer funktionen f i et matematikfelt i Note-vaerkstedet ved f(x):=2x"—4x+3 og

CRRORIAC)
h

beregn differensbroken (der angiver sekanthaldningen med udgangspunkt

i x, =2 og tilvaksten A:

Advarsel

2 R T
ﬂ‘,\'}: :2_ T~ _4_ _'l'+3 - L"(f_)%f? Domaznet af resultatet kan vaere starre end

domzenet af inputtet.
f2+1)12)
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Tip

I den valgfrie plads-
holder skal du skrive
+, hvis du vil finde
grenseverdien fra
hejre, og —, hvis du vil
finde greensevaerdien
fra venstre.

3: Funktioner

Graenseveardier bestemmer du ved hjeelp af oversigten over matematikskabeloner

=if? Matematikskabeloner |

Dobbeltklik pa ikonet for at indsztte elementet
§ o Voo ¢ mo i
g8 & {& ol o [E] [
B B 2p fin 40 £0 4

o-n do do do
ﬁldn _[ndu

lim 01 |:|I:I
o-=0

der vil indseatte greenseverdiskabelonen

im ([}

[
!
4

—

1
—

En af pladsholderne i skabelonen er grd — det betyder, at det er valgfrit, om du skriver noget
i denne (i almindelighed udregnes den tosidede greensevaerdi, men du kan altsa veelge kun at
beregne graeensevardien fra den ene side).

flx):=2- x2-4 143 - Udfort
f2+h)-12)

= = 2 (pr2)A

(£(2+1)-£(2) |

LA EL

h

lim
h—0

Gransevardien er altsa 4.

1. Grafisk illustration af greensevaerdibegrebet

Nu er greensevardibegrebet et temmelig abstrakt begreb, sa det kan vaere godt at fa ideen
illustreret lidt mere konkret, enten numerisk eller grafisk. Vi gentager derfor greensevardi-
processen i en ny opgave, med et Note-vaerksted og et Graf-vaerksted, hvor vi opretter en
skyder for tilvaeksten A, der leber fra 0 til 11 trin af 0.001.

I Note-varkstedet indskrives

fx):=2- x2-4y+3 > Udfort

2 —f12
diﬁzw 5.6
1

Laeg merke til at Note-varkstedet henter veerdien for 4 i skydervariablen.
I Graf-vaerkstedet tegner vi grafen for f, samt sekanten hegrende til x=2.

Sekanten er lidt tricket ©: Punktet (2,3) afsattes som et grafpunkt, hvor vi tilretter x-koordi-
naten til 2. Punktet (2+ A, f(2+h)) afsattes ved at indskrive tekstboksene og

y=f(2+h)| og trekke dem ind pé akserne. Derved fremkommer en vandret og en lodret

linje, der netop skeerer hinanden i punktet (2+ 4, f (24 h)) . Nu kan sekanten tegnes som en
linje, der forbinder punkterne (2,3) med (2+ A, f(2+h)) og vi kan fastleegge dens ligning.
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3: Funktioner

Endelig skriver vi dif i en tekstboks, som vi beregner ved at taste L for variablen dif, s& vi
ogsé kan se veerdien af differensbreken i Graf-varkstedet.

Differensbroken angiver da netop sekanthaldningen, som vi kan se af tekstboksen, der
udregner differensbreken (ligesom grensevaerdien netop svarer til tangenthaeldningen):

121y J;=z+hl/’l
/
/ y=5.6x-8f
»=IL
y=f{2+h)
/
b
/
% dir {6
(2,3)
//
1 / ;
2 0.2 / 6
h
T T ' 1
1
4

Traekker vi nu i skyderen for 4, sd den naermer sig 0, kan vi nu se hvordan sekanten svinger
over i tangenten og hvordan differensbraken narmer sig tangenthaldningen 4, i overens-
stemmelse med at graensevardien netop var 4.

2. Graenseovergange med funktioner

Efter dette konkrete eksempel vender vi os mod et mere abstrakt eksempel:

En funktion fer givet ved f(x)=2x" —4x+3. Bestem grensevardien af differensbroken for

v, LEH1= 1)

, nar h gar mod 0.

Definer funktionen f i et matematikfelt i Note-varkstedet ved f(x):=2x" —4x+3, beregn
differensbreken og udregn graensevardien som for:

flx):=2- ,\'2*4' x+3 + Udfort
lv-+h)-lx)

- 20 (2 v th-2)A
h
lim 'w' 4 [-1)
\ h )

h—0

T WI‘
Ll

Men da grensevardien er et temmelig abstrakt begreb, sa kan det igen veere godt at i ideen
illustreret lidt mere konkret, enten numerisk eller grafisk. Vi opretter derfor igen en ny
opgave med et Note-verksted og et Graf-verksted pd hver sin side og indferer en skyder for
tilveeksten £, der lober fra 0 til 1 1 trin af 0.001.
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Tip

Hyvis du ikke bruger
skabelonen til indtast-
ningen af differential-
kvotienten, skal du
skrive
derivative(expr, var).
Du kan dog ogsa
bruge differentiations-
tegnet d( fra kataloget.

3: Funktioner
I Note-vaerkstedet gentager vi sa definitionen af funktionen f samt udregningen af

differensbroken.

I Graf-vaerksted kan vi nu tegne graferne for sdvel funktionen f(x), som for

fG+h) - f()
h

differensbroken g(x)= , der neermer sig den afledede funktion 4-(x—1),

nar tilvaeksten & gar mod 0.

Nar vi traekker i skyderen for 4 og lader 4 neerme sig 0 ser vi da netop hvordan grafen for
differensbreken narmer sig grafen for den afledede funktion 4-(x—1).

x [f160:= Y2002 VB2 T
f(x) (Fcth)—fi(|ax(x=1)

1. 1. 0.414 0.

2. 3. 4.414 4.

3. 9. 8.414 8.

4. 19. 12.414 12.I

5. 33. 16.414 16.

6. 51. 20.414 20.

7. 73. 24.414 24,

8. 99. 28.414 28.
- ;9. 129. 32.414 32m.§

el ﬂ.r+1: J—flx)
I

Til slut gar vi ind under menupunktet Tabel og far vist funktionstabellen. Man kan
selvfolgelig ogsa bare taste Ctrl/Cmd T © Nu kan vi ogsé se i tabellen, hvordan
differensbrekfunktionen nermer sig 4-(x—1).

Differentialregning

Differentialkvotienter bestemmer du vha. skabelonen %u. Forst indtaster du, hvilken varia-
bel der skal differentieres med hensyn til, og derneest det udtryk, der skal differentieres:

()

i
H
Lo

Pé skaermbilledet til venstre kan du se nogle eksempler (hvor grundtallet e for den naturlige
eksponentialfunktion findes under Tegn-paletten eller skrives som @e).

2-x+5
2- Jx (v+5)

dx

d\_( ,\'2+5',\'] D
[

di[_\.z} 2 fix):=e*-2-1-2 + Udfort
X d

' ' fplx)=—(flx)] - Udforr
di(s-.\-%z-‘] » In(2)- 27415 42 dx
X -

i{tz- ez't} w2242 4) @21
dt

Det er fornuftigt at definere en ny funktion fp ved (se hejre skermbillede)
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Obs

TI-Nspire CAS under-
stotter ikke notationen
f '(x). Faktisk kan
merket ' ikke engang
indgé i et variabel-
navn. Det nermeste vi
kan komme er derfor
betegnelser som fp
(prime, dvs. merke).

3: Funktioner

fo(x) = di(f(x))
X

Sé vil fp altid rumme den afledede af funktionen f, og f kan jo skifte indhold. Herefter kan
du arbejde med den afledede funktion fp som med enhver anden funktion — herunder fx
bestemme nulpunkter.

En funktion fer givet ved forskriften

f(x)=e"—2x-2
Bestem de punkter, hvor f har vandret tangent, og bestem tangentligningen i punktet med
forstekoordinaten 1.

Forste del klares ved at lose ligningen f’(x)=0. Til den anden del, kan du med fordel be-

nytte kommandoen tangentline(f(x),x,1), der umiddelbart giver dig et funktionsudtryk for
tangenten til grafen for f i punktet med x-koordinaten 1.

Opgaven lgses pa en opdelt side med et Note-varksted til venstre og et Graf-vaerksted til
hgjre. For bedre at udnytte pladsen er skillelinjen trukket lidt til hgjre.

I sidste linje er vist, hvordan tangenten kan defineres som en funktion af x, s den kan over-
fores til graf-vaerkstedet.

I Graf-verkstedet har vi ydermere udnyttet at vi kan arbejde med eksakte koordinater nér vi
fx afsatter grafpunkter ©

Farst defineres funktionen f{(x) og dens 5]y
afledede funktion fp(x):
flx):=e* -2 x—2 » Udfort
fpfx):=(—l(ﬂxﬂ) » Udfort

dx
For at finde de punkter, hvor f har vandret y=1(x)
tangent, leses ligningen /'(x)=0:
solve{f‘p':.ﬂ=0jx] » x=In(2)
Altsd har fvandret tangent | x = In(2]. 0.5 X
Tangentligningen til punktet med 0.5 3
ferstekoordinat 1 findes: y=tlx)
y:tangenthe{ﬂxLx,l} » y=(e-2) x-2 0 2 m@) (1 pary
Tangenten har ligningen y=(e=2) x=2.
tfx):=L3ngentLine(ﬂx),,\q1) » Udfort A

1. Monotoniforhold

Vi kan ogsa nemt fastleegge monotoniforholdene for en funktion. Som et eksempel ser vi pa
femtegradspolynomiet

1 1, 2
X)=—-x
S (x) T

——xt =) +l-)c2 +2x+5
20 3 6

som vi definerer i et Note-varksted sammen med den afledede funktion

=l
f(X)—dxf(X)
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3: Funktioner

For at finde ud af i hvilke intervaller f er voksende henholdsvis aftagende skal vi nu lose
ulighederne

F(x)>0 og f(x)<0

Farst definerer vi funktionen f og finder den afledede funktion fp:
ﬂ\']::%-x‘(’—?lo 14—% 13+% TR Udfort

X 3

U,i{ﬂ )) v Ud (v) » ﬁ___a. LN
fp\.—d_\_ v Jdfort fply B 20X 52

Sa leser vi uligheden f'(x) > 0 for at finde de intervaller hvori fer
voksende:

solvelfp(t>0,1) » -1.08557<1<1.15566 or 1<-1.93795 or x>2.46786
Eunktionen fer altsa voksende i intervallerne J-:-1.937...
]-1.085...:1.155...[ samt ]2.467...: =

Pa samme made finder vi de intervaller hvorf er aftagende ved at lgse
uligheden f'(x) < 0:

solvelfply)<0,x) » -1.93795<r<-1.08557 or 1.15566<x<2.46786

dvs. fer aftagende i 1-1.937....-1.085...[ og ]1.55...:2.467...]|

Det kan vi naturligvis ogsé illustrere grafisk. Det er da bekvemt at indfore ekstremums-
vardierne ved at lose ligningen f'(x)=0:

top:=zeros(fplx),x) » |-1.93795,-1.08557,1.15566,2.46786 |
Sa kan vi nemlig referere til dem som top[1],...,top[4].

I grafrummet tilfajer vi derfor tekstboksene x = fop[l], x =top[2], x =top[3] og
x =top[4] og treekker dem ind pa akserne. Det giver anledning til fire lodrette skillelinjer,

der skiller de intervaller hvor f er voksende fra de intervaller hvor f er aftagende. Vi kan nu
supplere med skeringspunkterne mellem skillelinjerne og grafen for f (dvs. ekstremums-
punkterne) samt skaringspunkterne mellem skillelinjerne og x-aksen.

Tilsvarende kan vi tilfgje monotoniintervallerne pa x-aksen som grafer for de betingede
funktioner
f2(x)=when(fp(x)>0,0,undef) (Her er f voksende)

f3(x)=when(fp(x) <0,0,undef) (Her er f aftagende)

Graferne skal naturligvis fedes op, sé vi kan se dem og de skal farves sé vi kan kende
forskel. Her har vi brugt gren farve for de intervaller, hvor fer voksende og rede farve for de
intervaller, hvor fer aftagende.

1 5 1 42

15 2 3 6 /-\

71l =0 #)<0 11 rld=o #x)<0 ) >0
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3: Funktioner

2. Dynamisk tangent

I Graf-verkstedet finder du et staerkt tangentvaerktej, hvormed du kan klistre en dynamisk

tangent pd en graf. Tegn forst grafen for f(x)=e" —2x—2 i Graf-vaerkstedet. Veelg sa
@,\ 8:Geometri » 1:Punkter og linjer » 7:Tangentlinje

Klik i et punkt pa grafen, og en tangent tegnes i dette punkt — skarmbilledet herunder viser

situationen umiddelbart for punktet placeres. Grib punktet, og treek det langs kurven (naeste
skeermbillede igen):

6.2 I

1 =5.15x-8.92

-10 \1/& 10

6.72
6.72 f 6.72 i
v-1t) 1 /‘fﬁisﬁs 92 ) 1
X X
10 1 10| 10 minimum 10
J T e yeeELae
6.72 6.72
Du kan fa vist reringspunktets koordinater séledes: Vealg
'Y . . I
Tip L*a, 1:Handlinger » 8:Koordinater og ligninger.

Passerer du interes-
sante punkter under-
vejs, sa bliver du
holdt underrettet.

Klik pé punktet, og flyt tangenten passende. Du kan endda springe til et bestemt punkt ved
simpelthen at indtaste x-koordinaten (eller for den sags skyld y-koordinaten, som vi her har
sat til 4 ©):

6.2 |
(237,4)
y=8 75x-16.78
y=flx) 1 /
/
-10 1 10
6.72
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3: Funktioner

3. Naesten-linearitet*

Nu hvor den dynamiske tangent er kommet pa plads kan vi se lidt pd mulighederne for at
illustrere ideen bag differentialregning. Vi har allerede set hvordan man kan illustrere en
sekant, der svinger ind til tangenten, ndr tilvaeksten gr mod 0. Vi vender os nu mod den
tilsvarende illustration af en indzoomning pa grafen, hvor grafen bliver mere og mere lineaer
for at smelte sammen med tangenten i grensen. Det kan illustreres meget enkelt ved at velge
Zoom Ind i Vindue/Zoom-menuen og sa zoome ind gentagne gange pa et givet grafpunkt
med tilhgrende tangent.

Men man kan ogsa opbygge en interaktiv illustration, hvor man bibeholder det oprindelige
grafbillede, men omkranser grafpunktet med et zoom-kvadrat, der styres af en skyder,
samtidigt med at man viser indholdet af zoom-kvadratet i et separat graf-vindue. Det er mere
kompliceret, men den feerdige interaktive dynamiske illustration giver et langt bedre overblik
over processen, hvor man glider rundt langs grafen og vaelger et sted man efterfolgende
zoomer ind pa og ser hvordan grafen indenfor zoomkvadratet bliver mere og mere retlinjet
og til sidst smelter sammen med tangenten.

Vi skal altsa have opbygget to Graf-veaerksteder, hvor det ene skal afspejle indzoomningen pé
det andet. Det kan da vere bekvemt at lade indzoomnings-rummet vere kvadratisk. Vi
splitter derfor arbejdsvinduet i tre vaerksteder: Et stort Graf-vaerksted til venstre og et lille
kvadratisk Graf-varksted til hgjre oven pa et tilsvarende Note-varksted, hvor vi kan gemme
diverse definitioner af funktioner og hjelpevariable. Det kan veaere lidt svert at udskille et
preecist kvadratisk grafvindue, men bare det ligner sd nogenlunde gar det ogsa ©. T det
folgende skeermbillede har vi afbildet femtegradspolynomiet

f()c)zL-x5 —i-x4 —%-x3 -Fl-x2 +2x+5

15 20 3 6

i et passende graf-vindue: 4 <x <4 og —0.65< y<7.50. Der arbejdes pé en stor skaerm, sé

man bedre kan se detaljerne ©

- T
75 v | 1wy

1 = 1 2 ]
1 €) P , S T L
15 20 3 []
| +2 xt5
| v Udfort

| 0.65

Vi skal sa have indfert et punkt pé grafen som vi kan treekke rundt i og en skyder for
tilveeksten £, der som saedvanlig gér fra 0 til 1 i trin af 0.001.

Farstekoordinaten til grafpunktet lagres i variablen X, (ved at hejreklikke pa koordinaten)
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3: Funktioner

|x=x,+h| . [y=f(x,)—h| samt

y=f(x,)+h|.Leg merke til at vi trekker & fra f(x,) ligesom vi leegger i til f(x,).

Vi er altsd i feerd med at omkranse grafpunktet med et kvadrat med centrum i grafpunktet og
’radius’ A.

og derefter indskrives tekstboksene |x =x,—h

Disse fire tekstbokse treekkes nu ind pé en koordinatakse og vi har konstrueret skelettet til
zoomkvadratet. For at finde hjernerne i zoomkvadratet konstruerer vi skeringspunkterne.

Derefter lagres koordinaterne til to af hjernerne, der ligger diagonalt overfor hinanden i

samt X

x> Ymax - V1Kkan nu skjule hjelpelinjerne og koordinaterne

variablene x_.. , V...

og trekke zoomkvadratet op som en polygon, der fedes passende op og farves gron i kanten
og lysegra i det indre. Vi klistrer ogsa en dynamisk tangent fast til grafpunktet.

T T
7s bty | 1wy

n 1 Xo—h y=xoth ]
| | | i
// \\\\
\ . .
/ Lyt [ i i
(2.44.4.83) (5014454.83)
/ V [{xo) +h
o -10 |
[ 1= 1 2 1
O LINCRE ISR L
[(2.44.283) (0445283) bl
[ W f{Xn) 1)
| v Udfori
'I 0.5
| ¥
4 0.5 4

0.65

Herefter vender vi os mod det kvadratiske Graf-varksted, hvor vi kaeder aksernes endeveer-

dier til variablene x Xoax O2 Yiax Sa det kvadratiske grafvindue netop afspejler

min ymin 4

zoomkvadratet. Vi kan sa tende for grafen for f og tilfeje et frit punkt med en dynamisk
tangent klistret fast til grafpunktet.

Vi keeder sa x-koordinaten for dette frie grafpunkt til variablen x, (ved at hejreklikke pé x-

koordinaten og vaelge Variable » Kaed til), sa det afspejler det samme punkt som i det store
Graf-verksted.

Endelig kan vi treekke et kvadrat, der folger randen af det lille graf-vindue, traekke kanten op
i gront og det indre i lysegrat efter praecis samme opskrift som i det store graf-vindue, dvs. vi

y=f(x0)—h| samt |y:f(x0)+h|_

Disse fire tekstbokse treekkes derefter ind pd en koordinatakse og vi har konstrueret skelettet
til kvadratet. For at finde hjernerne i kvadratet konstruerer vi tilsidst skaeringspunkterne.

B

indskriver tekstboksene |x =X, - h| , |x =x,+h

Dette kvadrat folger nu med ved indzoomningen preacis ligesom aksernes endevardier gor
det ©
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3: Funktioner
7.5 v I.‘ 4.46
n . I'
)
I I — n'l ™~
TN >~

// \ / I W‘w—zw

s N /

" y=lx) N~
/ T

[~ /
;’/ \O‘wafl V4
~. 2.07 -0.813
/ ~ f)-L 5L 42t
Ry 15 20 3 [
+2-x+5
v Udfort
| o e 144121
| Xmin * °2.0602]  Ymax ~ -0.813208
|I ymin = 32012 ymaw ¢+ 4.4572
| -
|
| 0.5
b
4 [ 0.5 4

| 0.65

Sa er vi sddan set faerdige. Tilbage er blot at treekke i skyderen og se hvordan grafen og
tangenten smelter samme inde i zoomkvadratet. Samtidigt kan man selvfolgelig ogsa traekke

i grafpunktet, s4 man kan se de smelter sammen overalt langs grafen.

7.5 v I.‘ 3.85
Il y=—0.58¢+2.99
| -
— | =
/ AN f v I(J)
/ N, /
/ \, / o,
/ o / y=1{x) \
. Y.
-~ v

S e

~ 1.45 -1.4
/ . 1 1 2 1

/ ~] f()-— 5 RN LI

~ 15 2 3 3
h +2- x+5
| s Udfort
.'I Xo * <1432
II ” 1
|I 3.545
|
|
[
| 0.5
b
4 | 05 1

| 0.65

4. Grafen for den afledede funktion*

S4 er det heldigvis noget nemmere at opbygge grafen for den afledede funktion £~ ud fra
den dynamiske tangent. Her skal vi bare udnytte at f”(x) netop svarer til tangenthaeldningen
i x. Det er afgerende for eksemplet at det kan gennemfores fgr man ved hvordan man diffe-

rentierer symbolsk ©. Vi tager igen udgangspunkt i femtegradspolynomiet

f(x)zi-x5 —L-x4 —%-x3 +l~x2 +2x+5
15 20 3 6
Der afsattes et frit punkt pa grafen og vi klistrer en dynamisk tangent fast til grafpunktet.
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Tip

For at udfere en paral-
lelforskydning kan
man fx g saledes
frem med pa-
rallelforskydnings-
varktejet 1 Transfor-
mations-menuen
under Geometri: Forst
klikker man pa start
og slutpunkt for for-
skydningsstykket,
derefter pa det objekt,
der skal forskydes.

3: Funktioner

10.49

-2.96

Vi skal sa have fat i tangentheeldningen. Det kan gores pa flere méader. Her velger vi at kon-
struere haeldningstrekanten med den vandrette side 1 og den lodrette side svarende til haeld-
ningen rent geometrisk. Det vil tillade os senere at udnytte vaerkteojet geometrisk sted. Vi
kommer derfor til at stette os kraftigt til parallelforskydninger i det folgende! Som udgangs-
punkt skal vi har konstrueret heeldningstrekanten ud fra grafpunktet, hvor vi altsa gar 1 hen
og tangenthaeldningen op (sd man lander pa tangenten).

Vi trekker derfor den vinkelrette fra grafpunktet til x-aksen og konstruerer fodpunktet. Til-
svarende afsetter vi begyndelsespunktet (0,0) og enhedspunktet (1,0) pa x-aksen. Herefter
kan haldningstrekanten konstrueres via passende parallelforskydninger. Forst forskydes
grafpunktet det vandrette stykke 1, derefter treekker vi den vinkelrette linje pé x-aksen gen-
nem det forskudte punkt og endelig konstruerer vi skaringen med tangenten. Heldningstre-
kanten kan nu traekkes op som vist

10.49

(1.0) 4

-2.96

Vi skjuler hjelpelinjerne og flytter nu heeldningstrekanten ned pé x-aksen ved hjelp af pas-
sende parallelforskydninger. Det er afgerende, at den forskudte trekant har en lodret side der

netop falder sammen med x = X, sd den netop slutter i samme hgjde som tangenthaldnin-
gen © . Det gverste hjornepunkt for den forskudte heeldningstrekant spiller altsd netop rollen
som grafpunktet (x,, f '(x,)) for den afledede funktion.

Vi forskyder derfor dels fodpunktet lodret op det samme stykke som i trekanten, dels vandret
bagud stykket 1 (klik forst i de to punkter, der fastleegger parallelforskydningen og derefter i
fodpunktet pa x-aksen). Kontrollér, at du kan traekke grafpunktet rundt langs grafen og at de
to heeldningstrekanter folger med som forventet ©
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Obs

Ved at bruge integral-
tegnet f ( fra katalo-
get kan du fa integra-
tionskonstanten med.
Syntaksen er

I(F (), x, k).

Du kan ogsa skrive
kommandoen direkte
saledes:

Integral(f(x), x, k).

3: Funktioner

10.49

-2.96

Tilbage er der sé blot at spore grafpunktet for den afledede funktion (i haeldningstrekanten pa
x-aksen). Men fordi vi har vaeret s omhyggelige at konstruere grafpunktet rent geometrisk,
kan vi nu konstruere sporet som et geometrisk sted ved at udpege forst grafpunktet pa grafen
for f som det drivende punkt, og derefter grafpunktet for den afledede funktion (toppunktet
for haeldningstrekanten langs x-aksen) som det punkt, der frembringer det geometriske sted:

Faktisk er det ikke helt uoverkommeligt at gaette ligningen for den afledede funktion (red
graf) fx via en passende regressionsmodel — men vi kunne selvfolgelig ogsa bare have dif-
ferentieret den oprindelige funktion: Vi overlader detaljerne til leeseren ©

Integralregning

Stamfunktioner bestemmer du ved at benytte skabelonen ‘ Indn ‘ Forst indtaster du, hvilket
udtryk der skal integreres og dernest den variabel der skal integreres med hensyn til

I

Her ser du nogle eksempler:

di_

Ft !
o—

i

[ 3 5.2
J[\'Lrj',\'*?)d,\' ’ 'l—+3+1*7' X
3 2
kx
k
J]%rdx 'l-i;

7 i\ 2
2y P
':AJL'dJ . 3'1u”1“+2——
lx 2 4
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Tip
For at differentiere
baglans skal du bruge

£
skabelonen | do— | eller
tilfeje en ekstra para-
meter — til Derivative-
kommandoen

3: Funktioner

Bemcerkning: Da integralregning er det modsatte af differentialregning kan du faktisk ogsa
finde stamfunktionerne ved at differentiere baglens

-1y Vo3 .2
d—{,\'2+3',\'*7} - 'l—+3 ! -7 x
dx 3 2

-1, ) .

d 'ek""} N ek *
dx! ) k

-1
H_H 2 )
dx1 ﬂ

_1 | _'\ 2
a- EJrl -2 111(",1"':'%1—
da iy 2] 4

1. Stamfunktionsbestemmelse

En funktion f er bestemt ved
f(x)=3x"-21x+30
Bestem den stamfunktion til f, der gar gennem punktet P(2,42).

Start med at definere f. Du kan ikke benytte navnet F' for en stamfunktion til f, da TI-Nspire
CAS ikke skelner mellem store og smé bogstaver i variabelnavne. Brug fx navnet sf i stedet.

Nér du bruger skabelonen til at bestemme stamfunktioner, far du ikke en integrationskon-
stant med i resultatet — den ma du selv tilfgje. Du skal derfor definere stamfunktionen ved:

sf(x)=jf(x)dx+k

Opgaven er lost pa nedenstdende skaermbillede

Ferst defineres funktionen fix) og dens tilherende stamfunktion sf(x):
flx):=3 x3-21 x+30 » Udfort
sﬂxﬂ::_rﬂxﬂ dx+k » Udfort

2
3 2l'x

sfix) » x7—

+30- x+k
-
2

Sa fastleegges integrationskonstanten ved at lgse ligningen F(2) = 42:
solvelsfl2)=42,4] » /=16
Den stamfunktion til f. der gar gennem punktet P(2 42) har derfor forskriften

21 52

Flx) = x3— +30: x+16.

2. Det bestemt integral og arealbestemmelse

Til det bestemte integral benytter du skabelonen Igdn ‘ . Du udfylder som ved det ubestemte
integral — blot skal du her medtage graenser. Husk, at du navigerer mellem pladsholderne

med TAB (eller piletasterne):
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3: Funktioner

Grafen for f(x)= x’ —9x afgraenser sammen med x-aksen i anden kvadrant en punkt-
mangde. Bestem arealet af denne punktmengde.

Farst defineres funktionen f. 121y )
y=flx;
ﬂ:xJ:=x379'x » Udfert
S2 findes skaeringspunkterne mellem grafen og x—aksen ved at lese
ligningen fx) = 0 2025,
solve(ﬂ.\':)=0,x) + x="3 or x=0 or x=3 /
b f
Til sidst findes arealet ved at udregne integralet flx) dx, hvor a ogb erde ‘[ X
a "5 T{s,o) (0.0) /'(340) 5
fundne graenser: /
0
ﬂx:) dx » ﬂ
. 4
Det seate areal er altsd 81/4 =20 .25,
| -12
Tip
Bestem forst skee- P4 det hgjre skeermbillede ser du opgaven last med

ringspunkterne med x- -
R bruge \él 6:Undersog grafer » 7:Integral.

geometriverktojet til ~ Med dette vaerktej skal du ferst udpege grenserne, dvs. de to skaringspunkter med x-aksen
bestemmelse af ske- et efter et — du kan ogsa indtaste greenserne direkte. Husk at satte antallet af decimaler for
ringspunkter (udpeg 4 dien af integralet, da det ellers vises som 20.3 ©. Du stter antal decimaler op ved at

-ak det . . .
ﬁbﬁeiﬁt’; OMEEEE T hgjreklikke og valge attributter.

3. Integralet som en sum*

Det sidste emne vi vil se pé i dette kapitel er hvordan man kan illustrere integralet som en
sum. Vi vil benytte en venstresum til illustrationen, men den kan sagtens udbygges til ogsa at
vise andre former for summer. Vi tager endnu engang udgangspunkt i grafen for femte-
gradspolynomiet

I grafvinduet skal vi nu udpege to punkter pa x-aksen, der skal fungere som granser for
arealet. Vi bestemmer deres koordinater og lagrer forstekoordinaterne i variablene a og b.
Endelig indforer vi en heltallig skyder n, der antager vaerdierne fra 1 til 20 i spring af 1. Den
skal styre hvor mange delintervaller, vi opdeler integrationsintervallet [a;b] i. Da det er en
diskret skyder med heltallige vaerdier minimerer vi den.

12 n=s

4 / (-2.28,0) 0.2 (2.31,0) 4
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Tip

Driller konstruktionen
for meget kan man
med fordel skifte
funktionen midlertidig
ud med en passende
linezer funktion.

3: Funktioner

Vi skal nu have konstrueret delintervallerne. Da antallet af delintervaller er dynamisk kon-
struerer vi dem ud fra et Lister og Regneark-varksted. I dette regneark indferer vi listerne
x_int, y_int og nul, der stér for intervalendepunkternes x-verdier, deres y-vardier samt en
hjelpeliste fyldt med nuller. Listerne opbygges ved hjelp af den sékaldte Seq-kommando
(for Sequence), der som udgangspunkt tager en formel med en indeksvariabel, som gennem-

lober en rekke indeks-verdier.

Intervaltilveeksten Ax er givet ved

x_int:= seq(a +

y_int:= f1(x _int), der udregner listen {fl(a), f1 [a +

n

n

a .. .
-1,1, O,rzj , der udregner listen {

n
b—
n

a
a,a+——,a

a

a .
. De tre formler ser nu séaledes ud

+

] fl(b)}

nul .= seq(0,1,0,n) , der udregner listen {O, 0, O,...,O}

® Ax_int By int C nul D E
= [=seq('a+('b—"a)/'n*i,i,0,'n)|=f1(x_int) |=seq(0.i,0,'n)

1 -2.28213 3.74449 0

2 -1.36426 3.7862 0

3 -0.446395 4.19656 0

4 0.471473 5.90921 0

5 1.38934| 6.47134 0

6 2.30721 5.25551 0

7

8
9_ u‘\ﬁ

‘a+t bl

x_int:=seq =, 1,7,0,'n

A
n

Vi skal nu have tegnet de tilherende rektangler og skal derfor overfore regnearkets lister til
to passende punktplot:

(x_int, nul) og (x_int, y_int)
Herefter er det nu afgerende at vi skruer op for skyderen til dens maksimale veaerdi, sé vi far
tegnet alle rektanglerne!

(x_inty_int)

(xﬁint, uu.l)

(-2.28,0) (2.31,0)

-4

Vi trekker nu lodrette linjer gennem skillepunkterne og tilsvarende vandrette linjer gennem
grafpunkterne. Herefter konstruerer vi skeringspunkterne herende til venstresummen. Det
kreever betydelig tdlmodighed og man skal nok konstruere sma portioner ad gangen og un-
dervejs treekke 1 greensepunkterne for at fa skilt punkterne tydeligt ad: Hvis de ligger i sam-
me hgjde har de tendens til at falde sammen, s man ikke fér klikket pé de rette punkter ©.
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3: Funktioner

Til sidst treekkes rektanglerne op (som polygoner) og de farves gule.

(x_int,y_int)

(x_int, nul)

0.2 (2.43,0) 4

Tilbage er der sé blot at skjule punktplottene og tilfaje vaerdien af venstresummen henholds-
vis integralet. Venstresummen udregnes fx i regnearket som en celleformel:

b—'a

Di|vsum:=sumlle ft(y_iut, 'n) J
n

=
<

Integralet udregnes nemt grafisk.

vsum = 22.898222
Integral = 24564795

4 /(-z.ss, 0)
/

| .

Har man overskud til det kan man nu tilfeje hejresummer, midtsummer osv. og udnytte
Betingelser til at lade en skydervariabel vaelge, hvilken type sum man vil have vist ©

0.2 (2.43,0)
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Obs

Internt i Lister og
regneark markeres
variable med en
apostrof ' foran
navnet for at undga
forveksling med
sgjle- og cellenavne
i regnearket.

Regressionsmodeller

Regressionsmodeller omfatter de mest fundamentale vaekstmodeller med funktioner:
Lineer vaekst, eksponentiel vaekst og potensvakst. I Lister og Regneark-varkstedet
har du adgang til et veeld af vaerktejer, der gor arbejdet med regressionsmodeller me-
nustyret og meget fleksibelt. I dette afsnit vil du laere at

. plotte data i Diagrammer og statistik

. udfore lineer regression

. udfere eksponentiel regression

. udfare potens regression

. opstille andre former for regressionsmodeller

Linezr regression

En typisk eksamensopgave (omformuleret):
Skemaet viser trykket i forskellige dybder under havoverfladen

Dybde (m) 10 13 35 40 100

Tryk (atm) | 1,96 | 225 | 436 | 484 | 106

Det oplyses, at trykket y med tilnaermelse er en lineer funktion y =ax+5b af dybden x.

Bestem tallene a og b.
Find trykket i en dybde pa 150 m, og bestem den dybde, hvor trykket er 30 atm.

Data indtastes i et Lister og Regneark-varksted. Sgjlerne navngives dybde og tryk.

® Adybde |Btryk

1 10 1.96
2 13 2.25
3 35 4.36
4 40 4.84
5 100 10.6

For at fa udfort lineer regression pa disse data skal du veelge
X 4:Statistik » 1:Statistiske beregninger » 3:Linezer regression (mx+b)

Dette abner en dialogboks, hvor der veelges dybde som X-liste og tryk som Y-liste:
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Lineger regression (mx+b) = Lineger regression (mx+b) =
X-liste: [ X-liste: I'dybde -]
Y-liste: -liste: [§
Gem RegEgn i: I - | Gem RegEqni: [#1 -1
Frekvensliste: |1 - | Frekvensliste: 1 - |
Kategoriliste: ‘ - Kategoriliste: [ - |
Medtag kategorier: ‘ - Medtag kategorier: [ - |
1. resultat kolonne: ‘d[] | 1. resultat kolonne: Ic[] |
fcox] (e o] (e ]




Tip
I en matematikboks
kan man konvertere
reduktionstegnet

» til et lighedstegn
= under attributter.

Tip

Ligningen for re-
gressionslinjen i
Diagrammer og
Statisk vises kun
ndr regressionslin-
jen er aktiv. For at
vise den permanent
skal den indskrives i
en tekstboks.

4:Regressionsmodeller

I det tredje felt skal du angive det navn, som regressionsfunktionen skal have. Her
foreslar programmet navnet f1. Uanset om man selv velger et navn eller accepterer det
foreslaede navn, bliver regressionsfunktionen tilgengelig i alle andre veaerksteder.

I det nederste felt 1. resultat kolonne skrives her ¢[ ]. Det betyder, at resultatet af
regressionen indsattes i regnearkets c- (og d-) sgjle.

Efter klik pa OK fremkommer resultatet:

# |~ dybde [Etryk C D

=LinRegMx('dybde, 'tryk,1 ):

10 1.96|Titel Linezer regression (mx+b)

7
2 13 2.25|RegEgn \m*x+b

3 35 4.36|m 0.09599
4 40 4.84b 1.0008
5 100 10.6|r? 1.
6 r 1.
7 Resid {-6.9976395342€e-4,0.0013..

Koefficienterne i den linezere model y =ax+b er altsd a =0,09599 og b=1,0008.

For at besvare de naste to spergsmaél oprettes en side med Noter:

Trykketien dybde pa 150 meter findes ved at indszstte 150 i funktionen f1

Altsa er trykket 15,4 atm i en dybde pa 150 m.

For atfinde den dybde, hvor trykket er 30 atm, leses ligningen f1(x)=30:
solve{fl {x)=30,x}
Altsa skal man ned i en dybde pa 302 m for at finde et tryk pa 30 atm.

Resultatet af regressionen viser tillige to andre sterrelser:

korrelationskoefficienten r og forklaringsgraden r2.

I dette tilfzelde er forklaringsgraden meget teet pa 1 eller 100 %. Det heenger sammen
med, at data passer meget fint med antagelsen om en lineszer model. Vi kommenterer
betydningen af forklaringsgraden i et senere afsnit.

Grafisk modelkontrol

Hvis der ikke er givne oplysninger om modellen, skal valget af model begrundes. Det
gares meget overbevisende med en grafisk modelkontrol. Der oprettes et Diagrammer
og Statistik-verksted, hvor dybde og tryk indszttes pa akserne.

Regressionslinjen kan tegnes ved at plotte funktionen f1. Her skal du velge Plot funk-
tion fra Undersog data-menuen (venstre skaeermbillede). Man kan ogsa tegne regressi-
onslinjen ved at velge menuen

L

Y 4:Undersog data » 6:Regression » 1:Lineaer regression (mx+b)
i Diagrammer og Statistik-vinduet (hgjre skermbillede).

Vi ser, at datapunkterne ligger paent pa den rette linje. Den lineaere model ma derfor
anses for at veere en rimelig model.

Vi kan yderligere underbygge modellen ved at kigge pa residualplottet, der inddrager
de finere detaljer i datapunkternes fordeling omkring den rette linje.
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4:Regressionsmodeller

B £2(x) = £1(x) BN = 0.09599 x+1.0003
44 44
24 249
0 T T T T T T T T T o] T T T T T T T T T T
0 10 20 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
dybde dybde
Residualplot
For at vise residualerne kan du arbejde videre med det foregdende diagram.
Velg
1 . . .
“#% 4: Undersog data » 7: Residualer » 2: Vis residualplot
o]
6
¥ =0.09599 x+1.0008
5]
£
o] T T T T T T T T T T
10 20 30 50 80 90 100
dybde
00012 e
Z 0.0006
2 .
oo 0.0000
000061 o °°
Obs

Residualerne er
afbalancerede. Fx
er summen af resi-
dualerne netop nul.

Residualplottet viser, at datapunkterne ligger rimelig tilfeldigt fordelt omkring regres-
sionslinjen, og afvigelserne mellem de mélte verdier af trykket og modellens veardier

er af storrelsesorden 0,001 atm og derunder. Med tilfeldige afvigelser pa under 1 pro-
mille ma den linezere model siges at give en god beskrivelse af de foreliggende data.

Tegningen af regressionslinjen og det medfalgende residualplot udger de vigtigste
ingredienser i en grafisk modelkontrol.

Mindste kvadraters metode

Vi kan ogsa illustrere ideen bag den lineare regression. Vi ma da skifte det ovenstaen-
de datasaet ud med et, som ikke er helt lige s& overbevisende, for ellers er det sveert at
illustrere ideerne © Vi ser derfor pa det folgende dataseet:

En elev gennemforer en test pa en ergometercykel (kondicykel).
Skemaet viser ssmmenhgarende vaerdier af den effekt eleven yder og elevens puls

Effekt/Watt 75 100 150 200
Puls 92 108 131 154

Underseg sammenheangen mellem pulsen og den ydede effekt.

Afsattes disse data i et Lister og regneark-varksted med tilherende punktplot ses en
rimelig, men ikke meget pracis lineaer sammenhang.

76




4:Regressionsmodeller

# ~effekt  E puls C @| ® ~effekt Epuls C ®
= 140+ = 140 A
1 75 92 ® 1 75 92
2 100 108 o 2 100 108
3 150 131 100 | 3 150 131 100
4 200 154 e @ 4 200 154 2 e
8 ° m2(x) =095 x ~19
6 60 6 60
7 7
8 8
9 20 9 209
- ' | J- ™ e
B5 0 40 80 eﬁe](%o 160 200| |az 75 0 40 80 eﬁeL%O 160 200
Vi kan nu som vist tilfgje en flytbar ret linje til modellen ved at velge
% 4: Undersog data » 2: Tilfoj flytbare linjer
Denne linje kan flyttes rundt ved at gribe ude i enderne, hvor linjen drejes (dvs. man
regulerer pd haldningen), eller inde pa midten, hvor linjen flyttes op og ned (dvs. man
regulerer pé startvaerdien/skeringen med anden-aksen). Samtidigt kan man tilfeje resi-
dualkvadraterne ved at veelge
“ 4 Undersog data » 7: Residualer » 1: Vis residuelle kvadrater
# ~effekt E puls C 180 @ Aeffekt  [E puls C 180
1 75 92 1 75 92
2 100 108 1 2 100 108 1
3 150 131 3 150 131
4 200 154 100 4 200 154 100
5 & 5 &
6 6
7 60 7 60
8 8
9 204 m2(x) = 0801 x+43 3 204 m2(x) = 0502 x + 55
L Sum af kvadrater = 1479.28 U Sum af kvadrater = 10,2845
- 5 | T I —'
a1|75 0 40 80 lz%gkt 160 200 240| (47 75 0 40 80 lz%gkt 160 200 240

Vi ser da ikke bare kvadrater, der forbinder datapunkterne med den rette linje via den
lodrette forbindelseslinje fra datapunktet til den rette linje, men ogsa summen af disse
kvadraters arealer, i dette tilfzelde 1479.28. Ved at gere kvadraterne sd smd som muligt
(malt pa deres samlede areal), kan man nu flytte linjen sa teet som muligt pa datapunk-
terne. Her har vi fx reduceret kvadratsummen til 10.2845.

Denne metode til at finde den bedste rette linje gennem datapunkterne kaldes derfor
ogsé for mindste kvadraters metode.

Vi kan betone sammenhangen med den linezre regressionsmodel ved at tilfgje denne
og efterfalgende tilfoje de residuelle kvadrater til regressionslinjen. Vi finder da en
kvadratsum som er endnu mindre, her 8.23729. Ligegyldigt hvordan vi placerer den
flytbare rette linje vil vi nu opdage, at det ikke er muligt at komme under kvadratsum-
men for regressionslinjen: Regressionslinjen er nemlig konstrueret, sa den har den
mindst mulige kvadratsum © Vi ser med andre ord

Regressionslinjen er fundet ved hjcelp af mindste kvadraters metode.
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4:Regressionsmodeller

# |~ effekt E puls C m| 1804
1 75 92
140
2 100 108
3 150 131
v =g4B7458: x+57 2712

4 200 154 2 100 Sufn af kvadrater = 8.23729
- 2

3

> 601

8

¢ 201

10 =
<] — 153] T T T T T
NEE 0 40 80 120 160 200 240
A7| 75 effekt

Forklaringsgraden

Vi har nu givet en forklaring pd fremkomsten af den linezre regressionsmodel, men
nar vi udferer den lineare regression i regnearket fremkommer der yderligere oplys-
ninger, herunder forklaringsgraden 1, der i dette tilfelde er pa 99.62%.

®|C D E 1804
= =LinRegM
1 |Titel Linezer r.. Sum af k..
1404
2 |RegEqgn... m*x+b 8.23729|
3 m 0.487458
¥ =gif487458 x+57 2712

4 b 57.2712 2100 Sufn af kvadrater = 8.23729
s | 0.996254 -
6 |r 0.998125

- 60
7 |Resid {-1.8305...
8
9 20
10 =
<] — 15] T T T T T T
=2]8.23729 0 40 80 120 160 200 240

Vi vil nu preve at forklare hvor dette tal kommer fra, og herunder prove at kaste lys
over betydningen af dette tal. Regressionslinjen fremkommer ved hjelp af mindste
kvadraters metode, og i en vis forstand er der derfor tale om den bedste rette linje
gennem datapunkterne. Men det siger jo ikke i sig selv noget om hvor god modellen er.
Det kunne jo vere, at der slet ikke var nogen linecer sammenheeng mellem effekt og
puls, eller endnu veerre: At der slet ikke var nogen som helst sammenheng mellem
effekt og impuls. Den sidste hypotese kaldes for nulhypotesen (jfr. hypotesetest, men
her bruger vi altsé begrebet indenfor rammerne af den deskriptive statistik). Hvis den
linezere model giver en god beskrivelse af data, er det klart, at den ma veere veesentligt
bedre end nulhypotesen, ellers kunne vi lige sa godt bruge den til at beskrive data og
konkludere, at den tilsyneladende linezere sammenhang netop kun er tilsyneladende ©

Hvis der slet ikke er nogen sammenhang mellem effekt og puls (nulhypotesen), dvs.
pulsen svinger bare tilfeeldigt op og ned uden indflydelse fra effekten, sa er den funk-
tion, der beskriver ssmmenhangen (eller rettere den manglende sammenhang)
konstant, dvs. athaenger ikke af effekten. Vi griber derfor den flytbare rette linje og
retter den op, til den er vandret. Det kreever lidt behandighed, men det er altsa
afgerende for at den flytbare rette linje nu kan reprasentere nulhypotesen. Vi kan da
stadigvaek regulere pé hejden af den vandrette linje og justerer hejden indtil den
tilherende kvadratsum er sé lille som muligt, her 2198.77 ved en hejde pa 121. De 121
svarer da netop til middelverdien af pulsen, da vi skal ligge s tet pd pulserne som
muligt. Udregnes middelpulsen fas som vist 121.25, men da det er en grafisk metode
kan vi ikke ramme middelverdien tettere end 1 pixels afstand ©
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D E 180 ®|C D E 180
= =LinRegM = =LinRegM
1 Linezer r...[Sum afk.. 1 Titel Linezerr..[Sum afk..
2 m*x+b 823729/ | ] 2 |RegEqn... m*x+b 823729 | ]
0.487458 3 m 0.487458 |middelpu...
4 57.2712 21001 4b 57.2712| _121.25| |« 100
0.996254 = 5 p2 0.996254 -
6 0.998125 6 r 0.998125
7 {-1.8305... & 7 Resid  |{-1.8305.. &
8
9 204 m2(x) = 0 x + 132 9 204 m2(x) = 0-x + 121
e g Sum af kvadrater = 2689.66 e e Sum af kvadrater = 2198.77
<] — 15] T T T T T s | 1[>] T T T T T T
E 0 40 80 lz%gkt 160 200 240 E4] :mean(pulsj- 1. 0 40 80 lz%gkt 160 200 240

Vi ser da at kvadratsummen herende til den bedste vandrette linje er 2198.77. Men
kvadratsummen herende til bedste skra rette linje var kun 8.23729, dvs. vesentligt
mindre. Det er jo netop, hvad vi ma forvente, hvis vi skal tro pé en linear sammen-
hang. Hvis de var af samme storrelsesorden kunne vi jo lige s& godt antage, at der slet
ikke var nogen sammenhang.

Vi kan ogsa indfere et mal for hvor meget bedre den bedste skra rette linje (regres-
sionsmodellen) er sammenlignet med den bedste vandrette rette linje (nulhypotesen).
Seatter vi kvadratsummen for nulhypotesen til 100%, sa kan vi udregne hvor mange
procent, vi fjerner, ved at overga til regressionsmodellen:

elc b E 180

= =LinRegM

T Titel Linezer r...[>um afk..|

2 |[RegEqn... m*x+b 8.23729 140

3 m 0.487458 middelpu.., I

41b 57.2712) 121.25 4100

5 0.996254 nulhypot... | || =

5 r 0.998125| 2198.77

7 |Resid {-1.8305... Gevinst 607

8 99.6254

2 = 20 mz(:x) =0x+121
[ _— 151 Sum af kvadrater = 2198.77

—66_62 . T T T T T T
;‘7 26 0 0 40 80 120 160 200 240
effekt

Men dermed finder vi jo netop forklaringsgraden r*, der altsa kan ses som et mal for
hvor god regressionslinjen er i forhold til nulhypotesen (at der slet ikke er nogen sam-
menhang).

Summen af de residuelle kvadrater kaldes ofte for variationen. Vi kan altsé fjerne
99.6254% af variationen i dataseattet ved at gé fra ingen sammenheng til en lineer
sammenhang.

Hvad sa med korrelationskoefficienten r? Der skal vi bare bemeerke, at forklarings-
graden netop er kvadratet pa korrelationskoefficienten. Det er altsa kun fortegnet for
korrelationskoefficienten vi mangler at gere rede for. Men det er nemt nok: Hvis
haldningen for regressionlinjen er positiv, er korrelationen postiv, og hvis haldningen
af regressionslinjen er negativ, er korrelationen negativ.

Men i modsatning til korrelationen, kan forklaringsgraden anvendes pé en vilkérlig
model. Hvis vi beskriver datasattet ved hjelp af en eller anden modelfunktion
y = f(x) kan vi nemlig altid udregne summen af de residuelle kvadrater og sammen-

holde dem med summen af de residuelle kvadrater for den bedste vandrette linje.
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Brug beskrivende
navne til listerne.
Undga at bruge
navne med ét bog-
stav, da de kan
forveksles med
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regnearket.

Obs

TI-Nspire CAS
giver forskriften pa
formen a-b"*,

dvs. tallene a og b
er byttet om i for-
hold til normal
dansk notation.

4:Regressionsmodeller
Eksponentiel regression

En typisk eksamensopgave (omformuleret):
Tabellen viser ssmmenhgrende vardier af temperaturen 7 (malt i °C) i en fryser og
holdbarheden D (malt i dage) af en rullepglse, der opbevares i en fryser.

Temperatur (°C) -25 —20 -15 -10

Holdbarhed (dogn) 280 154 91 49

Det oplyses, at D med god tilneermelse er en eksponentielt aftagende funktion af 7.

a) Bestem en forskrift for denne funktion.

b)  Bestem ved hjzlp af denne forskrift holdbarheden ved en temperatur pa —18°C,
og bestem temperaturen, hvis holdbarheden er 180 degn.

c) Bestem ved hj&lp af den fundne forskrift halveringstiden for holdbarheden, og
bestem den procentvise endring i holdbarheden, nar temperaturen eges 2 °C.

Tast data ind i et Lister og Regneark-varksted, navngiv segjlerne, og udfer regressio-
nen i regnearket med

X 4:Statistik » 1:Statistiske beregninger » A:Eksponentiel regression...

Eksponentiel regression it ==

X-liste: .'temp

Y -list

Gem RegEgni:

4

Frekvensliste: [
Kategoriliste: [ -
Medtag kategorier: [ -

1. resultat kolonne: 'c[]

|-oKk| |- annuiler

€ temp Ehold C o] Ex
= =ExpReg('temp,'hold,1 ): Cop

1 -25 280 Titel Eksponentiel regression

2 -20 154 RegEgn a*b”x

3 -15 91 a 15.7109

4 -10 49b 0.891277

5 r 0.999114

6 r -0.999557

7 Resid {0.8203017574474,-3.01723...

8 ResidTrans |{0.0029339489557688,-0.01...

9

10 =

- 1B3]

D) :Epreg('temp,'hold,l J: CopyVar Stat.RegEqn,'fI: CopyVar Stat., Stat:

Resten af besvarelsen skrives i Noter. Tallene a og b i forskriften bliver automatisk
gemt under navnene stat.a og stat.b. Det kan undertiden betale sig at gemme disse
vardier med de seedvanlige danske betegnelser, b og a jf. ¢) nedenfor.
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De variable, der er
gemt, kan findes i
variabelregistret ved
at trykke pa knap-
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(Var
A
Man kan ogsé taste
stat. i et matema-
tikfelt. S& dukker
der en liste op over
de gemte statistiske
variable i opgaven.
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a) Ved eksponentiel regression har vi fundet forskriften: fl{jx) = 15.7109 {j0.8912??}x.

Holdbarheden som funktion af temperaturen er derfor givet ved

D-15.7109- (0.891277)
b) For at finde holdbarheden ved —18°C beregnes fl{:-18) =124 731.
Altsa er holdbarheden ca. 125 degn, nar rullepolsen opbevares ved -18°C.

For at finde den ternperatur, der skal til, for at rullepglsen kan have en holdbarhed pa 180 dagn,
leses ligningen f1(x)=180:

solve(f1()=180,) » =-21.1868
En holdbarhed pa 180 dogn kraever altsd en temperatur pa ca. -21°C.

c) Funktionens parametre gemmes under de sadvanlige navne:
a=stat.b » 0. 591277 b:=stat.a » 157109,

dvs. a=0.891277 ogb =15.7109.

Halveringskonstanten T, besternmes ved formlen T,, = hll“;;) :

nia

(05
n08) _ 6 02213
In(a)

Halveringskonstanten er altsa ca. 6°C. Det betyder, at holdbarheden halveres, for hver
gang opbevaringstemperaturen oges med 6°C.

MNar temperaturen @ges med 2°C, sndres holdbareheden med [a2—1]- 100%:

(a2-1) 100 = -20 562

G

Holdbarheden falder altsa med ca. 20,6%, hver gang temperaturen oges med 2°C.

Metoden bag eksponentiel regression: Logaritmerne kommer pa banen

Spergsmalet er s& hvordan TI-Nspire CAS udferer den eksponentielle regression. Man
kunne tro programmet brugte mindste kvadraters metode direkte, men det gor pro-
grammet ikke. Ved regressionsmodeller er der tradition for at man i stedet om muligt
transformerer data, sa de i stedet folger en linecer sammenheeng. Derefter udferer man
en sedvanlig linear regression pa de transformerede data. Til sidst transformerer man
sa den lineare ligning tilbage til de oprindelige data.

Vi kan se i regnearket, at det er denne strategi, der er fulgt, for der oplyses to residualer
Resid og ResidTrans. Her stir Resid for residualerne for de oprindelige data, mens
ResidTrans star for residualerne for de transformerede linezre data.

Tilbage er sa blot spargsmalet om hvordan man transformerer en eksponentiel vaekst
y=b-a" omtil en lineaer vaekst? Det er her logaritmerne kommer pé banen © Ifalge
logaritmeregnereglerne gaelder der nemlig

In(y)=In(b-a")=In(b) + x - In(a)
In(y)=In(a)- x+In(b)
Y =In(a)- x+In(b)

Hyvis vi skifter til de transformerede data (x,Y)=(x,In(y)) er der derfor netop tale om
en linezer sammenhang.

Vi skal altsa finde logaritmen til holdbarheden og indferer derfor en ny sejle log_hold
for de transformerede data
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#mp |(Ehold [Clog hold @ D E F G [
= =In(hold)*1. 504 ® = =LinRegMx('temp,' =ExpReg('temp,'hold,1
1) -25 280 5.63479 ) 1 Titel Lineaer regression..| Titel Eksponentiel regressi...
20 -20 154 5.03695 2.0 ® 2 RegEqn m*x+b RegEgn a*b™x
3 15 91 4.51086 3m -0.1151/a 15.7109
4 -10 49 3.89182 §‘30, 4 b 2.75436b 0.891277
5 g 53 0.999114r? 0.999114
6 504 6 Ir -0.999557r -0.999557
7 7 Resid {0.002933948955... Resid {0.8203017574474,-3...
8 104 8 ResidTrans |{0.002933948955768...
9 9
O @E 00 T T T T T T |O—:_ - ﬂf
=5.6347896031693 w24 20 _mte;ﬂpz ‘. 40 El :LinReng('tmnp,'logfllold,1 J: CopyVar Stat.RegEqn,f2: CopyVar Sta’

Som det ses synes de transformerede punkter netop at ligge pa ret linje, hvorfor vi som
vist udferer en linear regression pa de transformerede data. Vi ser da, at forklarings-
graden r* og korrelationskoefficienten r netop er falles for den linezre regression og
den eksponentielle regression, der altsé arver disse vaerdier fra den line@re regression.
Vi ser ogsa, at residualerne for den lineaere regression netop svarer til de transformere-
de residualer i den eksponentielle regression.

Tilbage star sé blot at transformere ligningen for den lineare regression, dvs. 2, tilbage
til de oprindelige data. Det gores nemmest i et Note-varksted:

Farst opskrives den transformerede ligning:
In(y)=f2(x) » In(y)=2 75436-0 1151 x
Det er narliggende at solve for at isolere y — men for en gangs skyld gar det galt!

solve(ln(y)=£2(x)y) » y=(1)5 75512 X~1.37718€ 14

Witransformerer derfor ligningen tilbage ved at bruge den omvendte logaritme, dvs. den
naturlige eksponentialfunktion
y=e20 15 7100 (0.891277)

Sammenholder vi det med resultatet fra den eksponefielle regression, dvs. y = f1(x), ser vi
netop at der er fuld overensstemmelse

f1lx) » 15.7109- (0.891277)°

S& nu ved vi hvordan den eksponentielle regression virker ©

Potensregression

En typisk eksamensopgave (omformuleret):
Tabellen viser for 3-sléet tovvaerk sammenhangen mellem tovvarkets diameter (malt i
mm) og tovets brudstyrke (mélt i kg).

Diameter 4 5 6 8 10 14 16 20 24 26

Brudstyrke | 250 | 400 | 600 | 1000 | 1550 | 3200 | 4000 | 6000 | 8600 | 10000

Det oplyses, at brudstyrken som funktion af diameteren kan beskrives ved en model af
formen f(x)=b-x".
a)  Bestem tallene a og b.

b)  Hvor mange procent skal diameteren ifelge denne model eges, hvis brudstyrken
skal fordobles?
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TI-Nspire CAS
giver forskriften pa
formen a- x” s

dvs. tallene a og b
er byttet om i for-
hold til normal
dansk notation.
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Tast data ind i et Lister og Regneark-varksted, navngiv sgjlerne, og udfer regressio-

nen i regnearket med

X 4:Statistik » 1:Statistiske beregninger » 9:Potensregression...

Potensregression =)
X-liste: |'diameter -]
Y-liste
Gem RegEgni:
Frekvensliste: |1 -~ |
Kategoriliste: ‘ - |
Medtag kategorier: ‘ - |
1. resultat kolonne: ‘c[] ‘
o] o]
# |~ diameter |E brudstyrke © o] E
= =PowerReg('diamet
1 4 250 Titel Potensregression
2 5 400 RegEgn a*x"b
3 6 600 a 17.0922
4 8 1000 b 1.96192
5 10 1550 r* 0.999511
& 14 3200 r 0.999756
7 16 4000|Resid {-9.413487917570...
8 20 6000|ResidTrans |{-0.036962349266...
9 24 8600
10 26 10000 ] |:
D =POW61‘Reg('dia1|1eter,'br1ldstyrke,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'f1: CopyWV

Resten af besvarelsen skrives i Noter. Se tip pa den foregaende side om statistiske va-

riable.

Ax) = 17.0922 196192

solve(k“=2,;c) > k=1.42376

Heraf ses, at

a=stat.b » 1.96192 og b:=stat.a » 17.0922,
dvs. resultatet bliver a =1.96192 ogb =17.0922 |

a) Potensregressionen ovenfor viser, at modellen er givet ved

Funktionens parametre gemmes under de szedvanlige navne

Vi @nsker at faktoren k* skal vaere 2, dvs. vi skal lzse ligningen k™ =2:

Diameteren skal eges med 42%, hvis brudstyrken skal fordobles.

b) Nar diameteren ganges med fakteren k bliver brusdstyrken k™ gange sa stor,

Metoden bag potensregression: Logaritmerne kommer pa banen

Spergsmalet er s& hvordan TI-Nspire CAS udferer potensregressionen. Igen kunne man
tro, at programmet brugte mindste kvadraters metode direkte, men det gor programmet
ikke. Ved regressionsmodeller er der tradition for at man i stedet om muligt transfor-
merer data, sé de 1 stedet folger en linecer sammenheng. Derefter udferer man en sad-
vanlig linear regression pa de transformerede data. Til sidst transformerer man s& den
linezere ligning tilbage til de oprindelige data.

Vi kan netop se i regnearket, at det er denne strategi, der er fulgt, for der oplyses to
residualer Resid og ResidTrans. Her stir Resid for residualerne for de oprindelige
data, mens ResidTrans star for residualerne for de transformerede lineare data.
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Tilbage er sa blot spergsmalet om hvordan man transformerer en potensveekst

y

=b-x" om til en lineaer vaekst? Igen er det logaritmerne, der kommer pa banen ©

Ifolge logaritmeregnereglerne galder der nemlig

In(y)=In(b- x*) = In(b) +a - In(x)
In(y)=a-In(x) + In(b)
Y=a X +In(b)

Hvis vi skifter til de transformerede data (x,Y) = (In(x),In(y)) er der derfor netop tale

om en lineer sammenhang. Lag maerke til, at haeldningen for denne linesere sammen-
hang netop er potensen i potenssammenhangen.

Vi skal altsa finde logaritmerne til savel diameteren som brudstyrken og indferer derfor

to ny sejler log_dia og log_brud for de transformerede data

# dia... E brud.. |C log_dia D log_brud @ ®E F G H
= =In(diame| =In(brudsty 5 ... = =LinRegMx('log_dia,'l =PowerReg('diamet

1 4 250| 1.38629 5.52146 @ 1 Titel Lineaer regression (... Titel Potensregression

2 5 400| 1.60944 5.99146 ° @ 2 RegEqn m*x+b RegEgn a*x"b

3 6 600| 1.79176| 6.39693 64 @ 3 m 1.96192a 17.0922
4 8 1000| 2.07944| 6.90776 §| @ 4 b 2.83862|b 1.96192

5/ 10 1550| 2.30259| 7.34601 54_ S5 0.999511|r* 0.999511

5 14 3200| 2.63906) 8.07091 6 Ir 0.999756 r 0.999756
7116 4000| 2.77259| 8.29405 7 Resid {-0.0369623492664... Resid {-9.413487917570...
g 20 6000| 2.99573| 8.69951 21 8 ResidTrans |{-0.036962349266...
8 24 8600 3.17805| 9.05952 9
u& 100001 3.2581 9.21 OB#IE 0 e IO—:_ ﬂf
D) log7b111d::lll(brudstyrke')- 1. 000408 1'21;9%2@0 242832 Fl :LinReng('logfdia,'log7b111d,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'f2: CopyVar .}

Som det ses synes de transformerede punkter netop at ligge pa ret linje, hvorfor vi som
vist udferer en linezer regression pd de transformerede data. Vi ser da, at forklarings-
graden r* og korrelationskoefficienten r netop er falles for den linezre regression og
den eksponentielle regression, der altsé arver disse vaerdier fra den linesre regression.
Vi ser ogsa, at residualerne for den lineaere regression netop svarer til de transformere-
de residualer i potensregressionen.

Vi legger ogsd merke til, at heldningen for den lineere regressionsmodel (1.96192)
netop svarer til potensen for potensregressionen.

Tilbage star sé blot at transformere ligningen for den lineare regression, dvs. 2, tilbage
til de oprindelige data. Det gores nemmest i et Note-varksted:

Farst opskrives den transformerede ligning:

In(y)=£2(1n(x)) » In(1)=1.96192" In(x)+2.83862
Det er nzerliggende at solve for at isolere y — og denne gang gar det godt!

solvel{ln(}'}=f2{'lnI{.x}'},y} *}'=1?.0922-x1'96192 and x=0.

Men man kan ogsa transformere ligningen tilbage ved hjzelp af den naturlige
eksponentialfunktion:

y=ef2n)) . 17 0929 (1961924

Sammenholder vi det med resultatet fra potensregressionen, dvs. y = f1(x), servi netop, at der
er fuld overensstemmelse

f1(x) » 17.0022- 5196192
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Andre regressionsmodeller*

Dukumumtvaskujlinge

R - Hidtil har vi kun set pa de tre klassiske regressionsmodeller: Den linezre regression,

£ NalpmatkskaDEONE

— den eksponentielle regression og potensregressionen. Men der findes mange andre

11 Katalag.

= indbygget i TI-Nspire CAS, fx polynomiale regressionsmodeller (andengradspolyno-

mier, tredjegradspolynomier og fjerdegradspolynomier), trigonometriske regressions-
modeller og logistiske regressionsmodeller. De bygger alle pa mindste kvadraters me-
tode.

Smtistic

Sntiznako Baregainghr %]

med

Men der er ogsé mange standardmodeller, som ikke er indbygget i TI-Nspire CAS. Der
ma man altsa sno sig © En mulighed er, at finde en snedig variabeltransformation, som
transformerer den sggte sammenheng over i en lineer sammenhang. En anden mulig-
hed er, at prove at udvide den lineare regressionsmodel med endnu en parameter, som
fastleegges grafisk. Vi viser eksempler pa begge metoder:

Forskudt omvendt kvadratisk proportionalitet*

Lomme- 1
= A
|:| regner s I:I -0~

Da det areal lyset spredes over vokser med kvadratet pa afstanden til lyskilden, forven-
ter vi at lysintensiteten er omvendt proportional med kvadratet pd afstanden.
I et konkret forseg fik man folgende data

Afstand (cm) 10 15 20 25 30 35 40
Lysintensitet (mW/cm?) 0.631 | 0.399 | 0.255 | 0.178 | 0.134 | 0.107 | 0.095

Undersagg om lysintensiteten er omvendt proportional med kvadratet pa afstanden.

I virkeligheden ligger lysméleren et stykke inde i sonden, og paren stér et stykke inde
pa breettet, hvorfor vi skal laegge en overskydende laengde d til afstanden til paren.

Vi skal derfor modellere datasattet med en sammenhaeng af formen:

k
(afstand + d )’

NG

afstand = ————-d

/Lysintensitet

Vi ser derfor at afstanden er en linear funktion af den reciprokke kvadratrod af

. . . 1 .
lysintensiteten. Seetter vi med andre ord y =afstand og x = —— fésen

\/lysintensitet

Lysintensitet =

lineeer ssmmenheang pa formen
y=a-x+b ,hvor a=+/k og b=—-d

Her er haeldningen knap sa interessant, mens skaringen med andenaksen viser hvor
stor en nulpunktsfejl, der er pa mélestokken.

Vi skriver derfor data ind i et Lister og regneark-varksted og transformerer data,
afbilder de transformerede data i et Diagram og statistik-vindue for tilsidst at udfere
en lineer regression pé de transformerede data
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# [ afstand E lysinte... C lysftra... 404
=1/(sqrt(’ly

1 10, 0.631] 1.25888|| ]
2 15 0.399| 1.58312 20
3 20 0.255| 1.9803
4 25 0.178| 2.37023 ||, 10
5 30 0.134| 2.73179 E
5 0+
6 35 0.107 3.05709 ojo 04 081216202428 32
lys_frans
7 40 0.095 3.24443 161 °
8 -
T 08
9 == °
[ — 51 |8 )
. 2 oo s

f

lys_trans:= . .
'lysintensitet -0.87 o

Derefter kan vi transformere ligningen tilbage til de oprindelige data, hvilket gores
nemmest i et Note-vaerksted.

"Titel "  "Linszr regression (mx+b)"
"RegEqn" "m- x=+b"
"m"
stat.results * e
e
e
"Resid" )

Da vi allerede har navngivet variablene afstand og lysintensitet i Lister og regneark—
veerkstedet szetter vi et understregningstegn _ bag variabelnavnene i Noter:

1 | 14.2936
afstand_=stat. Reg Eq| —| * afStand_= —8.26399
| Jivsintensitet_ |
( 14.3936 ) 207.176
solve|afsiand_: 36399,1

Josintensiter_ (arstand_+8.36300)°

Mar afstanden korrigeres for nulpunktsfejlen er der en overbevisende omvendt kvadratisk
sammenhang mellem afstand en fra lyskilden og lysintensiteten i denne afstand

Forklaringsgraden r* er pa 99.2754% og residualerne herer til de transformerede data.
Men vi kan godt tegne grafen for den forskudte omvendte kvadratiske proportionalitet
ind sammen med de oprindelige data, herunder fa vist residualerne for de oprindelige

data:
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Der er altsa rige muligheder for grafisk modelkontrol. Med typiske afvigelse pa
omkring 2% synes modellen absolut rimelig.

En transformation til linezere data er selvfelgelig kun mulig, hvis modellen kun inde-
holder to frie parametre, der efter transformationen kan indga i heeldningen og skaerin-
gen med andenaksen. Modeller med fx tre parametre kan derfor ikke hindteres pd den
ovenstaende made. Det gaelder fx logistisk vaekst og harmoniske svingninger, der i
stedet handteres iterativt.
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4:Regressionsmodeller

Forskudt eksponentiel vaekst*

Som et eksempel pa en model med tre frie parametre ser vi til sidst pa den forskudte
eksponentielle veekst

y=b-a‘+c
Denne model optraeder fx i forbindelse med Newtons atkelingslov.

Ved afkeling af en kop te finder man fx de felgende data for teens temperatur som
funktion af tiden:

Tid i minutter 0 15 30 45 60 90
Temperatur i °C 88.0 | 79.5 | 72.2 | 658 | 60.3 | 51.3

I folge Newtons atkelingslov naermer teens temperatur sig stuetemperaturen eksponen-
tielt, dvs. via en athengighed af formen y =b-a" + ¢, hvor ¢ reprasenterer stuetempe-
raturen.

Undersgg om de ovenstdende data med rimelighed kan beskrives ved denne model.
To af modellens parametre er linezre. Hvis vi omskriver modellen pa formen
y=b-X+c med X =a"

kan vi fore den tilbage til en lineeer model, hvor den sidste ikke-linezre parameter a er
gemt i den transformerede variabel. Vi opretter derfor en skyder for a (der gar fra 0.95
til 1 1 trin af 0.0001), transformerer dataene som vist i formlen, dvs.

x_var = g™
og afbilder de oprindelige data (tid, temperatur) grafisk, samtidigt med at vi udferer
en lineaer regression pa de transformerede data (x_var,temperatur), hvor regres-

sionsfunktionen gemmes i f1:

®-xvar D E € xvar P E = oas
= ='aMid =LinRegM = ='a’id =LinRegM N
1 1. Titel Linezerr... 1 1. [Titel Linezerr...||| 807
2 0.463291 RegEqn |m*x+b 2| 0.86791|RegEqn m*x+b
310.214639m 31.8678 | . 310.753268|m 64.0577 || _ g
41 0.09944 b 59.7793 ;5; 410.653769|b 23.9314 § .
2 @ 2 £2(x) =f1[a )
5 0.04607r? 0.823247 E 5 10.567413|r? 0.999998 5
510.009888 r 0.90733 1 5 (0.427414r 0.999999 07
7 Resid {-3.6471... 7 Resid {0.01097..,
8 204 8 20
9 9
10 S 10 =
[l — 1B O [ - Bl 071
] :LinReng('vaar.'temperatur.1' 10 20 30 40 gg 60 70 80 S0 | |gf :LinReng('vaar.'temperatur.1 4 10 20 30 40 38 60 70 €0 90

Det geelder nu om at holde tungen lige i munden. For en given vaerdi af grundtallet a
finder vi de bedste verdier for b og ¢ med mindste kvadraters metode (den linezre
regression). Samtidigt far vi oplyst forklaringsgraden for den linezre regression (gul
celle). Jo starre forklaringsgraden er, jo mindre er kvadratsummen. Ved at kere pa sky-
deren for a kan vi derfor finde den vaerdi af a, der har den sterste forklaringsgrad og
dermed den mindste kvadratsum. Vi finder altsd modellen

temperatur = 64.0577-0.9906" +23.9314

Samtidigt ser vi at modellen har en forklaringsgrad r* pa 99.9998% og grafen passer
fortrinligt. Vi har altsd gennemfort en regressionsmodel baseret direkte pd mindste
kvadraters metode for en forskudt eksponentiel vaekstmodel ©.
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Deskriptiv statistik

Iden deskriptive statistik arbejder man med simple diskrete variable, dvs. variable,
der kun har et endeligt antal veerdier. Der findes ogsé teellelige diskrete variable,
men dem kommer vi ikke neermere ind pa her. Diskrete variable star i modsaetning til
kontinuerte variable, der antager alle vardier indenfor et interval.

Kontinuerte variable underseges ved hjelp af funktioner, differential- og integralreg-
ning, mens diskrete variable undersoges ved hjelp af lister og tabeller og summer og
differenser.

Diskrete variable og datasat
De simple diskrete variable kommer nu i to hovedtyper:

1) De kategoriske variable, hvis vardier er tekststrenge, der altid indskrives
med gésegjne!

2) De numeriske variable, hvis verdier er tal. Seerligt simpelt er det, hvis vaer-
dierne er hele tal, men det er ikke noget krav.

Med de kategoriske variable kan man kun foretage optallinger og udregne simple
procentdele. De numeriske variable kan man derimod regne p4a, herunder udregne
vigtige statistiske deskriptorer, som eksempelvis kan angive niveauet ved hjelp af
eksempelvis median og middelvaerdi, henholdsvis variationen ved hjelp af eksem-
pelvis variationsbredde, kvartilbredde og spredning.

Der findes ogsé en tredje type diskret variabel, der ligger midt mellem de kategoriske
variable og de numeriske variable. De kaldes ordinale variable, og her drejer det sig
typisk om kategoriske variable, der kan rangordnes, dvs. man kan sige hvilke verdi-
er, der gér forud for hvilke vaerdier. Det kan fx vare resultatet af en spergeskema-
undersoggelse, hvor svarene rangordnes: Hvor enig er du i felgende udsagn ..., som
kan have vardierne "meget uenig”, ”lidt uenig”, ”neutral”, ’lidt enig” og “meget
enig”. I mange tilfalde vil man da ogsé kode vardierne som tal, eksempelvis -2, -1,
0, 1, 2, fordi man sa ogsé kan udfere formelle udregninger pa vardierne, selvom man
kan diskutere hvor stor mening det egentlig giver. Men det giver et hurtigt overblik
over hvorvidt besvarelserne i én spergeskemaundersogelse er mere enige i udsagnet,
end besvarelserne i en anden spergeskemaundersogelse.

TI-Nspire CAS understotter dog ikke ordinale variable som en serskilt variabeltype.

Nér man arbejder med flere variable herende til det samme datasaet kan de med
fordel opskrives som en tabel i et Lister og regneark-verksted. De enkelte variable
afsaettes da som lister med lige mange elementer. Mangler der nogle data, markeres
det med et understregningstegn i en i gvrigt tom celle, dvs. _ . Et sddant datasat kan
ogsé afbildes i fx et Note-varksted. Listerne kan da enten afbildes enkeltvis eller
samlet, idet de omsluttes af krgllede parenteser, da en tabel/dataszat, jo bestar af en
liste af lister.

Man skal da blot huske pa, at man selv skal tilfgje variabelnavnene inde i tabellen
ved hjelp af sammenkaed-kommandoen augment, ligesom man skal huske pa, at
listerne nu som standard skrives vandret. Det sidste kan man dog rette op pa med en

transponeringskommando ‘ L ‘ (som du finder under Tegn i venstre sidepanel).

Her er det vist med et meget simpelt eksempel pa et dataseet, der bygger pa data om
planeterne i solsystemet:
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TTPTACCTY e | Toprer o
# |~ planet Etype | planet # |~ planet Etype "Sq}t)um" o
» { "Merkur", "Venus", "Jorden ", "Mars", " Jupiter", " Saturn"" "”‘ . ”r:”"
- - Uranus Sas
ty]lle "INeptun" "Gas"
1 Merkur Sten »q "Sten","Sten”,"Sten ", "Sten ", "Gas", "Gas ", "Gas ", "Gas' 1 Merkur Sten "Pluto" e N
planet,type _— B .
2 |Venus Sten i e ‘,‘} emas’ Tonden "Mam " Tapiter’ "5 2 |Venus Sten planet_titel =augment({ "PLANET" } planet)
" V‘SH ur ;Du“ CS" = ;al“ “:Eltel N 3 :"PLANET","IwIerl:ur","Venus","Jorclen","lwiam","Jupit-
3 "Sten" "'Sten" "Sten"  "Sten" "Gas" " 3
Jorden |Sten e Jorden |Sten type_titel ~sugment({ "TYPE" |type)
Merkur en § B et 1 G 1 G 1 1 8 A
4 Mars Sten Uenus’ " Sten 4 |Mars Sten » {"TYPE","Sten", "Sten","Sten”, "Sten", ,"Gas", " Ge
. " - " B "PLANET" "TYPE"
5 |Jupiter |Gas J;’;de“ :‘e“ * | 5 [Jupiter |Gas Mercurt Stent
"Mars"  "Sten"
6 [Saturn  |Gas ({ptanet type })" - | jypirer Gas” 6 [Saturn  |Gas Venus sten
" F— " "Jorden" "Sten”
Saturn Gas
7 |Uranus |Gas “Uranus"  "Cas" 7 |Uranus |Gas ({ plamet_titel type_tite1})r » | 'Mars'  “Sten”
" T "Jupiter" "Gas"
8 |[Neptun |Gas Heptun'  "Gas g [Neptun |Gas Cammt Gt
"Pluto” "Is" - =
¢ |Pluto Is 9 |Pluto Is Uranus Gas
"Neptun" "Gas"
10 = 10 = " Pluto” st
[ 3] ] — . Pluto Is
Al "Merkur" A1l "Merkur" i

Diagrammer hgrende til deskriptiv statistik

For at danne sig et overblik over hvordan vardierne for en diskret variabel fordeler
sig, er det vigtigt at kunne visualisere deres fordeling i et passende diagram. TI-

Nspire CAS understotter en lang reekke diagrammer til dette formal. Vi starter med at
danne os et overblik over hvilke diagramtyper, der er til radighed.

Vi ma da skelne mellem enkelt-variabelstatistik, dobbelt-variabelstatistik og multiva-
riabel-statistik, der har hver deres egne karakteristiske diagrammer til radighed.

Ved enkeltvariabelstatistik er det alene typen, der afger, hvilke diagrammer, der er til
radighed: Drejer det sig om kategoriske eller numeriske data. Ved mere end én varia-
bel mé vi ogsé skelne uafhangige og afhangige variable.

Ustrukturerede diagrammer

Abner man et Diagrammer og statistik-varksted, vil det som standard &bne et
ustruktureret diagram, hvor de data-lister der er til stede reprasenteres af tilfaeldigt
placerede kugler med etiketter horende til de enkelte datakugler.

# |~ planet EEC Paskrift: planet # |Aplanet Etype C [
1 |Merkur  |Sten Jlanet: Satum 1 |Merkur  |Sten
type: Gas

2 |Venus  |Sten 2 [Venus  |Sten =
3 |Jorden  |Sten = @lcptun 2 |Jorden |Sten H

g o
4 |Mars Sten o 4 |Mars Sten E

y = Merkur y =

5 [Jupiter |Gas Y  uto 5 [Jupiter |Gas z

5 @i 2
6 [Saturn  |Gas x . 6 [Saturn  |Gas z
7 |Uranus |Gas N 7 |Uranus |Gas
% INeptun |Gas % INeptun |Gas

@ Jupiter

g [Pluto Is @ s g [Pluto Is i i
10 = 10 L
<] — 51 @ orien < m— B Gas g Sten
2 Klik for at tilfgje variabel A7| Merkur type

Man kan skifte etiket ved at klikke i feltet paskrift overst til venstre i diagramvin-
duet. Vi kan i dette tilfeelde skifte til etiketten type. Man kan derefter strukturere
diagrammet ved at treekke en kugle ind pé en af akserne. Traekker man fx en kugle
ind pé den lodrette akse stables kuglerne som vist lodret efter den valgte etiket.

Der findes selvfolgelig ogsé mere systematiske metoder til at frembringe strukture-
rede diagrammer, som vi nu vil se n&rmere pa.
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Standarddiagrammer

Standarddiagrammer kan tegnes som hurtiggrafer, idet vi indtaster vaerdierne for de
involverede variable i Lister og Regneark-varkstedet, markerer dem (klik everst i
sojlebogstavet), hgjreklikker i markeringen og velger Hurtiggraf fra Data-menuen.

Standarddiagrammer kan ogsé tegnes som almindelige diagrammer ved at tilfoje et
Diagrammer og statistik-vaerksted, og s klikke pa den vandrette akse for at tilfoje
en variabel. Den pagaldende variabel afbildes da netop som et standarddiagram.

1. Enkeltvariable

Hvis der er én kategorisk variabel afbildes den som standard i et prikdiagram, der
efterfolgende kan konverteres til et sgjlediagram eller et cirkeldiagram (ved at hejre-
klikke i grafvinduet). Her er det vist med planettyper, der kan vare sten-planeter,
gas-planeter eller is-planeter.

# ~ planet Emc

= 47

1 Merkur |Sten

2 Venus Sten =
3 \Jorden |Sten £ " %
4 Mars Sten g g é
5 Jupiter |Gas % £ 21 %
6 |Saturn  |Gas % %
7 |Uranus |Gas

2 INeptun |Gas

9 Pluto Is i i

O_ 5 Gas g Sten 0- Gas Sten

|E|_ type type type

Der er en vis frihed i disse diagrammier. I prikdiagrammet og sgjlediagrammet kan
man frit treekke i etiketterne pa den vandrette akse og dermed @ndre den reekkefolge
de vises i. Man kan ogsa hejreklikke og sortere etiketterne efter rekkefolgen listerne
(i dette tilfzelde sten, gas og is), reekkefolgen af vaerdierne (i dette tilfeelde gas med 4,
sten med 4 og is med 1: Da der er to planettyper, der er lige hyppige sorteres de alfa-
numerisk) og endelig alfanumerisk raekkefolge (gas, is og sten):

1:5@])lediagram

2:Cirkeldiagram

1:Razkkefalgen i listarne 3:Sorter efter

2:Raekkefglgen af vaerdierne

3:Alfabetisk razkkefglge

Endelig kan man f2 Vist alle etiketter for sgjlediagrammet og cirkeldiagrammet:

1:Prikdiagram

2:Cirkeldiagram

3Vis alle etiletter

4:Sorter efter 4
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®fplanet [Ftype C o 4w 4@d4% | ®Pplanet [Etype  C
1 Merkur [Sten 1 Merkur [Sten
2 Venus  [Sten 2 Venus  [Sten .
3 Jorden |Sten " 3 Jorden |Sten %
4 Mars Sten g 4 Mars Sten ;-j
5 Jupiter |Gas £ 24 5 Jupiter |Gas é
6 Saturn  |Gas 6 Saturn  |Gas %
7 Uranus |Gas 1011.1%) 7 Uranus |Gas
2 Neptun |Gas 2 Neptun |Gas
9 Pluto Is 9 Pluto Is
O_ ﬂf 0= " Gas s Sten O_ ﬂf
[ tvpe & tvpe
Hvis der er én numerisk variabel afbildes den som standard i et prikdiagram, der
efterfolgende kan konverteres til et histogram, et boksplot eller et normalfordelings-
plot. Her er det vist med hgjderne for drengene i en klasse.
Ali 172
Andreas 187
Christian 174
Jakob 175
Jamal 169
Julian 176
Kasper L 185
Kasper Q 190
Martin 175.5
Mohamed 185
Nikita 177
Paw 188
2.0
1.04
% % £ 27 Z
g g g £ e
E E E g e : _ x-179.458
= = 7.07575
104
|. , 4. : |. e @ : i i : : : o4 -2.04 ‘. . . . . .
168 172 176 héﬁg 184 188 19| 188 172 176 héﬁg 184 188 19 168 172 176 hﬁge 184 188 192 168 172 176 hﬁ%% 184 188 19

1:Frikplot
2:Histogram
2:Mormalfardelingsplot

4\is boxplot afvigere

S:Zoom 4
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I vores tilfeelde er der dog ingen afvigere ©

Normalfordelingsdiagrammet er det mest komplicerede af disse diagrammer og det
vil blive diskuteret i et saerskilt afsnit senere.

Der er en vis frihed i disse diagrammer. [ boksplottet kan man vealge om man vil se
afvigere/perifere observationer eller om man vil udstreekke boksplotgranserne til
minimum og maksimum.
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I histogrammet kan man frit vaelge om man vil inddele forsteaksen efter lige store
eller ulige store intervaller. Det sidste kreever dog, at man tilfgjer en liste over inter-
valgraenser. Tilsvarende kan man velge mellem forskellige optallingsskalaer: Fre-
kvens/Hyppighed, Procent eller Teethed/Areal. Det sidste svarer mest til det traditio-
nelle histogram i undervisningen.

1:Prikplot 1:Prikplot

2:Boxplot 2:Boxplot

3:Mormalfordelingsplot
4:Skala [

F:Mormalfordelingsplot

4:Skala 8 1:Procent
S:5gjleindstillinger b | 2 Taathed/Areal

&:Zoom 4

5:5@jleindstillinger 1:Lige store intervaller

&:Zoom ' | 2:Ulige store intervaller

Indstillinger for lige store sgjlebredder ﬁ

Bredde I

Sgilestart | 167

i
|
OK Annuller

Men man kan selvfelgelig ogsé justere histogrammets udseende ved simpelthen at
traekke 1 basene og derved gore dem tykkere/tyndere ©

2. dobbeltvariable

Hvis vi har to variable i spil og vil fremstille et standarddiagram, der viser sammen-
hangen mellem de to variable afhenger diagramtypen naturligvis af hvilken type, de
to variable tilhgrer. De to vigtigste typer er kategorisk-numerisk (dvs. den uaf-
hangige variabel er kategorisk, mens den afthengige variabel er numerisk) og nume-
risk-numerisk (dvs. den uathangige variabel er numerisk, ligesom den athangige
variabel er numerisk)

LAY ELTIN = type  C densitet \ # [ densitet [BIEVSERT ST
- 5.5 ! 1 240 @
1 [Merkur  [Sten 5.41 1 5.41  0.387| 0.241

4.5 200+
2 \Venus  [Sten 5.24 2 5.24  0.723  0.615
= |Jorden |Sten 55l | .. @ 3 5.5 1 1||| 160 e
4 |Mars Sten 3.89)[|27 4 3.89 1.52 1.88 §

] 1204

5 |Jupiter  |Gas 1.24 "25 5 1.24 5.2 11.9(||5
6 |Saturn  |Gas 0.62 ' e 6 0.62 9.56 29.4 a0 )
7 |Uranus |Gas 1.27 1sle 7 1.27 19.2 83.8
8 |Neptun  |Gas 1.62 " oo 8 1.62 30.1 163 47 ®
s |Pluto Is 2.34 9 2.34 39.5 248 @

051® 04
O_ 1 = Gas Is Sten IO__‘— H‘IE T T T T T T T T
BC] pe BE 0 510 715 .20 25 30 35 40

I det forste tilfeelde afsattes prikdiagrammer for hver af etiketterne. Men de kan selv-
folgelig omdannes til boksplots og histogrammer. I det andet tilfzelde oprettes et
punktplot. Hvis det enskes kan man forbinde datapunkterne med linjestykker, men
det er sjeldent relevant

1:Zoom 4

2:Forbind datapunkter

Desvaerre er det ikke muligt at fa heeftet etiketter automatisk pa datapunkterne i
punktplottet. Som nedlegsning kan man holde et ustruktureret diagram &bent ved siden
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Obs

Hvis man opretter et
Diagrammer og
Statistik-vindue og
vil tilfgje flere vari-
able til en akse er det
nedvendigt at hejre-
klikke i aksefeltet for
at fa lov til at tilfeje
endnu en variabel.
Ellers udskiftes vari-
ablen blot ©

5: Deskriptiv statistik

af punktplottet, for sa vil et klik pa et datapunkt i et af diagrammerne automatisk
koble det til det tilsvarende datapunkt i det andet diagram ©

P4 den made kan man hurtigt identificere et datapunkt og samtidigt fa oplyst alle de
tilherende verdier 1 datasettet.

Faskrift: planet
2404 @
2004
- @s:tum Osazus
—; afstand: 192 1604 @
= densitet: 1.27 oY b=
o omlebstid: 83.8 ®
= planet: Uramus IS 1204
=] type: Gas [=
= s
E 80 o
@ Jupiter
@uicn 10
@
@M @
04
@Neptun
®rto
0 5 10 15,20 25 30 35 40
Klik for at tilfgje variabel afstand

3. Multivariable

Hvis vi har mange variable i spil og vil fremstille et standarddiagram, der viser sam-
menhangen mellem disse variable athanger diagramtypen naturligvis igen af hvilken
type, de forskellige variable tilherer. Denne gang skal alle variablene vaere numeri-
ske. Den forste variabel handteres da som den vathengige variabel, mens de gvrige
variable handteres som afhengige variable:

Ldafstand E omlebstid |F temp... E
= 400
1 0.387 0.241 179
2 0.723 0.615 453 | 2 o
3 1 1 12 [ £ 200
E = ®
4| 1.52 1.88 43| @
5| 52 11.9 -153||| E °
2 [
6 9.56 204 -185/|§5 o+ @@
=
7 19.2 83.8) 214 | B
2 30.1 163  -225 g
=
g o =200 -
9 39.5 248 236 B @ g
10 =
[[le— 1[2] T T T T T T T T
o omlobstid 0 5 101520 55 30 35 40

Normalfordelingsdiagrammer

Der er to typer normalfordelingsdiagrammer, man kan knyttet til et numerisk datasat:
Dels normalfordelingsplottet, som vi allerede har set pé, dels kan man overlejre et
histogram med den tilsvarende normalfordelingsgraf ved at vaelge menupunktet

o

% 4:Undersgg data » 9:Vis normal PDF

I begge tilfelde udregnes middelveerdien for datasattet og den sakaldte stikprgve-
spredning og der overlejres med den tilsvarende normalfordeling med samme mid-
delvardi og spredning.

I normalfordelingsplottet er det den kumulerede fordeling, der afsattes pa et standard
normalfordelingspapir, hvor den kumulerede normalfordeling fremstar som en ret
linje.
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I histogramtilfzldet er det teethedsfordelingen/punktfordelingen, der afsattes sammen
med histogrammet i den samme skala som histogrammet. Hvis man ensker et klas-
sisk diagram skal man derfor skifte til skalaen Taethed/Areal:

a8 -

| =i 2:Diagramegenskaber »

1:Diagramtyper ]

[} 3 Handlinger ]

ag d

— 4Unde ata
m 5:vinduelZoom Y|~ 2:Tilfaj fiytbare tinjer 006 normPdf(x, 179.458,7.07575)
1.0 49
EM 4:Flot funktion 0064
o g
2 <
g o0 .. x-179 458 . - R E
i @ Sy %G.Regressmn b B 0.04+
%TRESWUSLEF b
-1.0 A :
X e:Plot vard 0.021
@ ) \is normal PDF
. 188 172 176 hg}j&ég 124 188 19 r_\j AGrafsporing O‘Oo_wso
Mens den klokkeformede kurve overlejret et histogram er rimelig nem at forsta, kan
det vaere svaerere at tolke normalfordelingsplottet. Det kan da veare nyttigt, at vide lidt
mere om hvordan det er fremkommet, selvom det folgende nedvendigvis bliver lidt
teknisk ©
Vi har et datasat bestadende af 12 hgjder. Vi sorterer forst datasattet efter hagjde. Der-
efter tildeler vi ethvert datapunkt, dvs. enhver hgjde, et interval, der netop svarer til
en tolvtedel af enhedsintervallet [0;1]; dvs. det forste datapunkt tildeles intervallet
[0;1/12], det andet tildeles intervallet [1/12;2/12] osv. Selve datapunktet knyttes til
midtpunktet af intervallet, dvs. det forste datapunkt knyttes til 1/24, det andet data-
punkt til 3/24 osv. Pé basis af disse kumulerede frekvenser kan vi nu tegne sumkur-
ven for datasattet:
# “dreng [E hgjde | kumfhﬂjde 1.0 # | hgjde |C kum_hgjdeD zfvardi 201
= =seq((2*x—1‘ = =seq((2*x—1| =invhorm(
1 Jamal 169 124/ ol 1 169 1724 173166 | |
2 i 172 1/8 2| 172 1/8| -1.15035
3 Christia..| 174 si2a|| 2 174 5/24-0.8122...
4 Uakob 175 7124 ETIO'G' 4| 175 7/24-0.5485... ?’é oo ®
S Martin | 175.5 I E 5| 175.5 3/8-0.3186.. ||~ N 1) . 170458
& Uulian 176 11724 047 5| 176 11/24/-0.1046... 707578
7 Nikita 177 13124 o177 13/24/0.104633 || _, |
& Kasper..| 185 58| o0z 8 185 5/8|0.318639
| Moham.| 185 17124 s| 185 17/24 0.548522 A
& kumfllajde::seq‘2.'1'71,.1',1,12I 00T T 8_1 & 19724 0-81221'%5 20 LI ! ! !
| 24 | 166 170 174 17?@&22 186 180 194 | zfvaendi::i11v110r111(kumflede) 1|8 172 176 hf}j%g 184 188 19

Hvis der er tale om en normalfordeling vil sumkurven nu ligne den typiske S-forme-
de kurve. Men da det kan vaere svert at sammenligne S-formede kurver, retter vi den
i stedet op til en ret linje ved at benytte normalfordelingsaksen pa andenaksen, dvs.
ved at overfore den kumulerede fordeling til et standardnormalfordelingspapir. Det
sker ved at erstatte de kumulerede frekvenser med de tilsvarende z-veerdier for en
standardnormalfordelingen, dvs. som vist transformere dem med den omvendte nor-
malfordeling. Til sidst tilfejes den rette linje med forskriften
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5: Deskriptiv statistik

x —middelveerdi

B stikprgvespredning
Og vi har nu set hvordan standardnormalfordelingsplottet er fremkommet ©

® “alav E kan = hejde
— Diagrammer med kategoriske opdelinger: Sammenligning af fordelinger
| Dreng 172
“ |andreas  Dreng 187
fcamn Poe 12 Alle de diagrammer vi har kigget pa hidtil er standarddiagrammer, som vi har kunnet
4 Cecilie ige . N N .
5 [christian _[Dreng 4 tegne med hurtiggraf (eller bare oprettet et Diagrammer og statistik-vaerksted og
? Chrstra P e tilfojet variable til akserne). Vi vil nu se lidt nermere pa nogle andre diagramtyper,
T 10 der kraever lidt mere omtanke.
3 Jakob  Dreng 175
101J L D 169 . . . . .. .
] o pi';'g 166 V1 leegger ud med kategoriske splitdiagrammer, hvor vi i1 forste omgang splitter nu-
2Julan___Dreng 176 meriske data efter kategoriske data. Her afhanger proceduren af, hvordan datasaet-
x::::: . ::: tet er fremstillet. Der findes nemlig mindst to forskellige mader at handtere kategori-
15 Louise K Pige 165 ske variable pé i forbindelse med numeriske data.
‘6 Louise R Pige 168.5
17 |Maria Pige 170.5 X . . . o . .
“|Martin  Dreng s.s Vi vender tilbage til eksemplet med hejdemalinger i en klasse, men inkluderer denne
o S ' gang ogsa pigerne. I et velstruktureret datasaet vil der nu veere tre variable: En kate-
“Nkia Dreng 177 gorisk variabel for eleverne, en kategorisk variabel for deres kon og en numerisk
e :::9 % variabel for deres hejde. Alle listerne er lige lange (med 25 elementer svarende til de
24 |Sofie K Piga 165 25 elever 1 klassen).
23 Sofie T Fige 172.5
Afbilder vi nu hgjden som funktion af kennet far vi netop den enskede opdeling af
hejderne pa de to ken og kan umiddelbart sammenligne de to fordelinger. Vi kan som
vist ogsa afbilde ken som funktion af hejden, hvis det giver bedre overblik:
@ ilev B ken C hgjde
= 190
Obs =
Standarddiagrammer 1 Dreng 172 o
kan. fiembringes 2 |dreas Dreng 187 180 5
typisk ved blot at o :
veelge variable til mita Pige 62
aksefelterne. Men fx 4 cilie Pige 1731s | 5
kategoriske opdelin- S ristian  |Dreng 174 |©
ger og kombinations- 5 ristina  |Pige 163
diagrammer kraever 7ie Pige 169.5!| 1804 Y
typisk, at man hgjre- 8l - 169 g @
klikker i aksefelterne I 'ge
for at i adgang til 2 kob Dreng LEC) ®
flere muligheder. 0O mal Drena 169 ‘
BE Dreng Pige 150 155 160 165 170 175 180 185 190
kan hejde

Men det er desvaerre ikke alle data- # A elev.dreng|E hgjde.dreng |© elev.pige [ hgjde.pige

set, der er velstrukturerede. Typisk |=

vil de to ken veere skilt ud pé sepa- 1 Al 172|Camilla 162

rate lister (de er altsd ustakkede) 2 Andreas 187 |Cecilie 173
3 Christian 174|Christina 163
4 Jakob 175|Cilie 169.5
5 | Jamal 169 |Heidi 169
6 Julian 176|Jane 166
7 \Kasper L 185|Louise K 165
8 Kasper O 190|Louise R 168.5
9 Martin 175.5|Maria 170.5
10 Mohamed 185|Marzia 151
17 Nikita 177 |Rose 174.5
12| Paw 188|Sofie K 165
13 Sofie T 172.5

95




Tip

Hvis du ensker det
kan du samle de to
lister til en enkelt
stakket liste over hele
klassens hejder ved at
sammenkade de to
lister med augment-
kommandoen.

5: Deskriptiv statistik

Man har altsa delt datasattet op i to separate dataseat, et for drenge og et for piger.
Nér man laeser veerdier pa tvaers hanger de derfor ikke l@ngere sammen. Strengt ta-
get burde de to dataset derfor skilles ud pa hvert sit regneark, men det er der trods alt
ikke tradition for ©

I stedet opretter man et Diagrammer og Statistik-vindue, hvor man ferst afsetter
variablen hgjde.dreng og derefter hejreklikker man i aksefeltet for at fa lov til at
tilfgje en X-variabel (hvis man venstreklikker far man bare lov til at udskifte en X-
variabel). Derefter tilfojes variablen hgjde.pige.

# A elev.drengE hgjde.dreng |C e
1Al 172|Cal é
2 |Andreas 187|Ce: %
3 Christian 174/Chi | =
4 | Jakob 175|Cilir | =
5 [Jamal 169 |Hei
6 |Julian 176Jar | = &
7 |Kasper L 185|Lot Q @
1:Tving kategarisk X 8 |Kasper O 190/Lot =
2:Tilfg] X—variabel a [Martin 175.5/Ma
e —— d8lvohamed 185IMasl 35 155 130 185 170 175 10 185 150
it "AliY @hgjde_dreng @hejde_pige

Denne gang kan man dog ikke bytte om p4 akserne, dvs. man kan ikke afsaette boks-
plottene lodret. Det er dog en lille pris at betale for at fa lov til at holde drenge og
piger adskilt ©

Vi vender os derefter mod tilfeldet, hvor vi ensker at afbilde sammenhangen mellem
to kategoriske variable, dvs. vi opdeler nu én kategorisk variabel efter en anden
kategorisk variabel.

Vi leegger ud med et meget simpelt eksempel, nemlig planeternes opdeling pa type
(’Sten”, ”Gas” og ’Is”). Vi opretter da forst et Diagrammer og Statistik-vindue,
hvor vi afsetter variablen planet:

# ~planet [Etype C

"Merkur’ |Sten

2 Venus  [Sten z
3 Jorden |Sten E
4 Mars Sten “g;
5 Jupiter |Gas g

@

Saturn Gas

7 lUranus |Gas

2 INeptun |Gas

q

9 Pluto Is EEEEEEEEK
U S § ? 5 £ 2 £ 9 @
U 5 5 5 g

10 = 5 £ &8 ¥ £ =2 2 £ E

(<] — 15 5 §$ = g $ o ®m &

m m = 9 > Z w3 =

Merkur planet

Derefter hojreklikker vi i aksefeltet og veelger Opdel kategorier efter variabel. Det
giver mulighed for at tilfgje variablen type, sé der til hver planet nu knyttes en signa-
tur, der tydeligt viser hvilken type, der er tale om, idet regnearket vaelger signaturen
@ for Gas, signaturen [ for Is og endelig signaturen g for Sten.
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)

® Aplanet [Btype |[C ype
P YP! [ @ Cas

Ols
A Sten

"Merkur" |Sten

1

2 Venus Sten :;

3 Jorden |[Sten 2

4 |Mars Sten %

5 \Jupiter |Gas £

5 Saturn Gas =

7 \Uranus |Gas
1:Tving numerisk X

2 INeptun |Gas
2:Tilfg] X—variabel o
Tykkeke [100% L Plto s A A A pe o 0 0 T
:Fjemn X-variabe U3 55 £ 5 £ 5 5 2

! — - - ﬂ'ééggiﬁggg

4:0pdel kategorier efter variabel 7] " Merkur" planet/ type

Men langt den vigtigste anvendelse af opdeling efter kategorier stammer fra opteel-
ling af krydstabeller. Vi teenker os at vi har to kategoriske variable, der typisk stam-
mer fra et spergeskema som fx registrerer den adspurgtes ken og politisk holdning.
Fx kan vi se pd et meget simpelt eksempel med 10 spergeskemaer, hvor det registre
res om man tilherer rgd blok eller bld blok 1 folketinget.

Vi kan da enten afsette holdning forst og derefter opdele efter ken, eller vi kan af-
sette kon forst og derefter opdele efter holdning. I begge tilfelde har vi skiftet til et
sojlediagram, slact Vis alle etiketter til og farvelagt sgjlerne passende:

2 l@n holdnin:
€ " kgn E holdning|C 4
9 i [ Dreng 5l Bl&
= W Pige W Rod
1 Dreng Red g
= 4 2 g
2 Pige Rad 2 &
- = 3 £
3 Pige Red S 44 =
m . Ul i 2
. 2 = 2
4 Dreng Bla < i~ < . I
. s B s £ )
5 Pige Red iC @ I 2
- o =
& Dreng Red 21 F < 8
o 24 3
7 Dreng Red % =
2 Pige Bla = 2
o l [l
10Drena Rad =gl 04
[ m— o] Bla Red Dreng Pige
o1 holdning / ken k@n / holdning

Vi fér da ikke bare optalt hvor mange der findes i hver af de krydsede kategorier, fx
at der findes netop 2 piger, der stemmer pé bla blok. Vi far ogsa de procentuelle for-
delinger pé henholdsvis holdning og ken. Fx viser det forste diagram at 1/3 af stem-
merne pa bla blok kommer fra drenge, mens de resterende 2/3 af stemmerne kommer
fra pigerne. Tilsvarende viser det andet diagram at 20% af drengene stemmer pé bl
blok, mens de resterende 80% af drengene stemmer pé rad blok osv.

Men maske langt den vigtigste anvendelse af et sddant sakaldt grupperet sojledia-
gram er nok at man uden videre kan udfylde en krydstabel/pivottabel ved afleesning
af hyppighederne i diagrammerne. De kan sé udfyldes pa to ledder alt efter hvilken
variabel man afsetter lodret og hvilken vandret.

Holdning\kgn Dreng | Pige | Ialt
Bla 1 2 3
Regd 4 3 7
I alt 5 5 10
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Kombinationsdiagrammer

Vi kommer sé endelig til den sidste type diagram, hvor man kombinerer en variabel
med en veerdiliste, og far afsat veerdierne som sgjler (med vilkarligt fortegn) eller
som cirkeldiagram (hvis alle verdierne er positive). Da vi kombinerer en katego-
risk/numerisk variabel med en numerisk variabel kaldes det et kombinationsdia-
gram. Her er det fx forst vist med planeters densiteter, hvor vi har markeret sgjlerne
med planeternes navne og densiteter og derefter hgjreklikket og valgt kombinations-
diagram i Data-menuen. Da densiteterne er positive kan vi bade fremstille et sgjledi-
agram og et cirkeldiagram

Aplanet B densitet SR \
1 |Merkur 5.41|Sten R
W Fanus
2 |Venus 5.24 Sten y
3 |Jorden 5.5/Sten B 3
4 [Mars 3.89/Sten g z
= =]
5 |Jupiter 1.24/Gas Jorden
Kombinaticnsdiagram = 5 |saturn 0.62 Gas
-l 1 7 \Uranus 1.27 Gas
Veerdiliste: |densitet - E Neptun 1.62 Gas Venus
+]
Vis p#: |Delt side - ¢ |Pluto 2.34Is
P 10 =
Annuller | [<] — 1
_ U (G == 12 planet

Lag merke til ikonet = nederst til venstre i diagrammet. Det markerer netop, at der
er tale om et kombinationsdiagram.

Derefter har vi opbygget et kombinationsdiagram over planeternes temperaturer ved
at oprette et Diagrammer og statistik-vindue, tilfogjet variablen planet pa forste-
aksen og derefter hajreklikket i aksefeltet for anden-aksen, hvilket giver mulighed for
at veege Tilfaj Y-veerdiliste, som netop anvendes til at frembringe et kombinationsdia-
gram for temperaturen som funktion af planeten:

# ~Aplanet Btype |C densitet | g

= 6004 2

1 Merkur Sten 5.4 é

2 Venus Sten 5.24 4009 =

3 Jorden |Sten 5.5 ,’g 5

4 |Mars Sten 3.89 gm_% gFggs

5 |Jupiter |Gas 1.24 |*® "% § 2

6 |Saturn Gas 0.62 0 TR

7 lUranus |Gas 1.27

2 INeptun |Gas 1.62 500

9 |Pluto Is 2.34
1:Tilfaj variabel 10 N 85558 E5 258
2:Tilfg] Y-waerdiliste la7] "Merkur" = planet

Denne gang er nogle af temperaturerne negative og man kan derfor ikke veelge et
cirkeldiagram ©

En anden meget vigtig anvendelse af kombinationsdiagrammer er i forbindelse med
de sékaldte hyppighedstabeller, der fx optreeder i forbindelse med grupperede ob-
servationer, hvor vi ikke har umiddelbar adgang til de ra data, men kun til en optael-
ling af hyppighederne for de enkelte kategorier eller intervaller.
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I sa fald er det hyppighedslisten, der fungerer som vardiliste i kombinationsdiagram-

met.

Hvis der fx er oplyst en tabel over forekomsten af kriminalitet fordelt pa ofrets alder
opdelt efter aldersgrupper i befolkningen:

Clewdda | g0 10-19 | 20-29 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-
(interval)
Antal 419 8176 | 10553 7175 5452 | 4274 | 2475 | 1995 | 1399
(hyppighed)

Vi kan da indskrive tabellen i et regneark pa to forskellige méader: Vi kan holde inter-
vallerne som en kategorisk variabel eller vi kan omdanne intervallerne til en nume-
risk variabel. Det nemmeste er da at antage at alle intervallerne er lige lange, selvom
vi strengt taget ikke ved noget om det sidste interval, og sa anvende intervallets midt-
punkt, som den karakteristiske vaerdi:

# |Ainterval Ealder | antal 1T g # [Ainterval Ealder | antal 120004
= 120004 o = [20.00, 30.00) 10553
1 [0.10[ 5 CLE - 5= 1 [0.10[ 5 419

q 2 £
2 |[10;20[ 15 8176 e I = 2 |[10;20[ 15 8176
= |[20:30[ 25 10553 =000 gl E 3 = |[20:30[ 25 10553

B = F

2 |[30;40] 35 775 |5 oo g o 2 |[30;40] 35 7175 | @
5 |[40:50] 45 5452 SEE 5 |[40:50] 45 5452 "
& |[50:60[ 55 4274||| 40007 & = &| 6[50:60[ 55 4274

= 5 uoao
7 |[60:70[ 65 2475 o503 = 2 2| 7 |[60:70] 65 2475
@ |[70:80[ 75 1995 2 II.J # |[70:80[ 75 1995
> |[a0;- 85 1399 I o [[80;- 85 1399
10 e S EEIREEE I g
[ — 15] 6828 4§ gy g sl mmm 1)
Alinterval T Thtemal A1]"[0,10[" 0 20 Aoaldeero 80 100

I det forste tilfeelde afbildes tabellen som et sgjlediagram, fordi den uathengige vari-
abel er en kategorisk variabel. I det andet tilfalde afbildes tabellen som et histogram,

fordi den uathangige variabel er en numerisk variabel. I det sidste tilfelde har vi

efterfolgende justeret basene, sa de har bredden 10 og starter i 0 ©

Beregninger hgrende til deskriptiv statistik

Vi har nu set hvordan vi kan tegne fordelingerne for kategoriske og numeriske vari-
able i passende diagrammer: prikdiagrammer, sgjlediagrammer og cirkeldiagrammer
for de kategoriske variable samt prikdiagrammer, boksplots og histogrammer for de
numeriske variable. De kan sé& udvides til grupperede sgjlediagrammer for to katego-
riske variabel og punktplots for to numeriske variable.

Vi kigger nu n@rmere pa hvordan vi kan regne pé fordelingerne:

Optellinger af kategoriske variable

Ved handtering af kategoriske (og numeriske data) far vi brug for diverse betingede
kommandoer, til at teelle hyppigheden for kategorier, grupperede dataset osv. De
vigtigste kommandoer er samlet i Logik-kommandoerne for lister (dvs. de betingede
kommandoer) under Matematiske operatorer i venstre sidepanel
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Dokumentvarktejslinje

x m 8 [[E] =

={Z Matematikskabeloner

Katalog

IZ Matematiske operatorer

|
=i Tegn |
|
|

Dobbeltklik pa ikonet for at inds sette elementet

»
4

Liste

| Mat

%

| Operationer

“#

»

Logik

i

Count
Countlf
Sumf
Frequency

Det drejer sig om den betingede IF-kommando, der skrives ifFn, for ikke at forveksle
den med programmerings-kommandoen IF, om tellekommandoerne Count og Coun-
tif, om sum-kommandoerne Sum og Sumlf, og endelig om Frequency-kommando-
en, der optaeller hyppigheder.

Her er nogle typiske anvendelser, hvor vi igen ser pa datasattet fra planetsystemet.
Vi kan fx bruge Countlf-kommandoen til at teelle, hvor mange planeter, der er af hver
type, dvs. vi skal have frembragt en hyppighedstabel. Vi indskriver da cellekomman-
doen

= Countlf(type,C1)

Efterfolgende treekkes kommandoen ned gennem tabellen (gult omréde):

# ~planet Etype |[CkategoriD antal E densitet |F afstand |& or'r # ~planet Etype |[CkategoriD antal E densitet | afstand | orr
= = =frequen

1 Merkur |Sten Sten 4 5.41 0.387 1 Merkur |Sten Gas 4 5.41 0.387

2 Venus Sten Gas 4 5.24 0.723 2 Venus Sten Is 1 5.24 0.723

3 Jorden |Sten Is 1 5.5 1 3 Jorden |Sten Sten 4 5.5 1

4 Mars Sten 3.89 1.52 4 Mars Sten 0 3.89 1.52

5 Jupiter |Gas 1.24 5.2 5 Jupiter |Gas 1.24 5.2

& |Saturn Gas 0.62 9.56 & Saturn Gas 0.62 9.56

7 Uranus |Gas 1.27 19.2 7 \Uranus | Gas 1.27 19.2

g INeptun |Gas 1.62 30.1 2 INeptun |Gas 1.62 30.1

¢ Pluto Is 2.34 39.5 9 |Pluto Is 2.34 39.5
O_ rlf 0_ ﬂf
D1 =C0u11tif(type,<‘1 ) D amal:=f1fque11cy(type,kategm‘i)

Bruger vi i stedet Frequency-kommandoen, skal kategorierne forst ordnes alfanu-
merisk, da Frequency-kommandoen teller, hvor mange data, der gir forud for
kategorien. Ydermere far vi en ekstra opteelling af de elementer, der ikke er deekket
ind af kategorierne. Det er en arv fra Excel, der fungerer pd samme made. Man skal
derfor typisk fjerne det overskydende 0, hvis man vil tegne og regne pa hyppigheds-
tabellen. P4 grund af denne skavank er derfor ofte at foretraekke at bruge Countlf-
kommandoen i stedet for Frequency-kommandoen ©

100



5: Deskriptiv statistik

Krydstabeller/Pivottabeller*

TI-Nspire CAS understotter desvearre ikke pivottabeller direkte. Som vi har set kan
man nemt oprette et grupperet sgjlediagram, hvoraf tallene i pivottabellen fremgér
direkte. Men hvis vi skal udregne dem selv kraeves der lidt behandighed © Vi tager
igen udgangspunkt i eksempel med ken og holdninger for 10 elever:

® ~Akgn E holdning|© ken o
W Dreng =

= B Pige &
1 Dreng Rad g

, 49 ol
2 |Pige Red ol
3 Pige Rad g
4 Dreng Bla s §
5 Pige Red £ %
& Dreng Red 1§ =
7 Dreng Rad %
& Pige Bla =
9 |Pige Bla l
10/Drena Rad S .
- - 1) Bla Rad
Dreng holdning / ken

Af hensyn til senere tegninger/udregninger kan det betale sig at flytte krydstabellen
op over stregen, dvs. bruge de vandrette kategorier red og bla som variabelnavne. Vi
bruger da cellekommandoen

= sum(ifFn(ken = CI and holdning = “Red”,1,0))

til at finde antallet af rgde drenge. Den treekkes derefter ned gennem listen for red.
Her bevirker ifFn-kommandoen at der fremstilles en liste med 1-taller og O-taller, idet
den far veerdien 1, hver gang der er en red dreng ud for hinanden i listerne ken og
holdning. Summen af denne liste angiver netop antallet af rede drenge.

Derefter bruges cellekommandoen
= sum(ifFn(kgn = C1 and holdning = ’Bl&”,1,0))

til at finde antallet af bld drenge. Den traekkes tilsvarende ned gennem tabellen og
pivottabelen er ferdig.

® |~ ken E holdning © kat_ken [ red E bla F G ® |~ ken E holdning © kat_ken [ red Ebla F G
1 |Dreng Red Dreng 1 |Dreng Red Dreng 4 1

2 |Pige Red Pige 2 |Pige Red Pige 3 2

2 |Pige Red 2 |Pige Red

4 |Dreng Bla 4 |Dreng Bla

5 |Pige Red 5 |Pige Red

& |Dreng Red & |Dreng Red

7 |Dreng Red 7 |Dreng Red

2 |Pige Bla 2 |Pige Bla

9 |Pige Bla 9 |Pige Bla

O Drena Rad ] IE O Drann R oirl =
E4 D1 :sulllfifflltkallzcl and holdning:"Rﬁd",1,0):)

Netop fordi vi har flyttet krydstabellen op over stregen er det nu nemt at referere til
den som en krydstabel/matrix ved bare at s&tte krollede parenteser yderst, dvs. skrive
{red,bla} (eventuelt med en transponeringskommando for at listerne skrives lodret
ligesom 1 regnearket). Det er bekvemt, hvis vi fx skal udfere en uathaengighedstest,
men mere om dette i kapitel 7. Tilsvarende er det nemt at frembringe et grupperet
sojlediagram ved forst at afsatte variablen kat_ken ud af forste aksen og derefter
tilfoje variablen red og bla som verdi-lister, dvs. vi fremstiller et kombinationsdia-
gram.
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{radbla} » [4 3}
12 50{ 3
(_{rad,b];’;})' (21 2
32 g
40- g ES
=
(=)
&
o= o
Eso] S 3
2 it
= o
B0 g <
o
ol
o
104 ﬁ
0.0+
Dreng Pige
kat_ken

Enkeltvariabelstatistik for numeriske variable

Ved héndtering af lister med numeriske data fér vi tilsvarende brug for matematik-
kommandoerne under Liste i Matematiske operatorer

Dokumentvarktajslinje

= 7 [E) =

=i Matematikskabeloner

Katalog

IE Matematiske operatorer

|
= Tegn |
|
|

Dobbeltklik pa ikonet for at indsstte elementet

Liste

»

Mat

»

Minimum

Maksimum

Middel

Median

Sum

Prodult

Standardafvigelse for stikpreve
Stikprevevarians
Standardafvigelse for population
Fopulationsvarians

Evaluer polynomium

| Operationer

“#

| Logik

@

Her finder vi de fleste statistiske deskriptorer (dog ikke fraktil- og kvartil-komman-
doer, hvilket bl.a. skyldes en uheldig definition af kvartiler i TI-Nspire CAS, der ikke
kan udvides til vilkarlige fraktiler). Det er vigtigt, at bemeerke at de vigtigste deskrip-
torer accepterer to argumenter, sa de ogsd kan bruges til at regne pa verdilister i
form af fx hyppighedslister eller sandsynlighedsfordelinger.

Middelveerdi: meaniListe [frekvListe])
Median: median(Liste [ frelwListe])
Stikprovespredning:  stDevSampilListe [frekvliste])
Stikprovevarians: varSampiliste [frekvListe])

Populationsspredning: stDevFopiliste [frekvListe])
Populationsvarians: varPopilListe [.frekvListe])
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Men typisk vil man bruge Enkeltvariabelstatistik-kommandoen fra Statistik-
menuen til at udregne alle deskriptorerne pé én gang. Der fremkommer da en dialog-
boks, der sparger hvor mange data-lister man vil udregne statistik med én variabel
for (hvis datalisten er tilknyttet en veerdiliste, eksempelvis en frekvensliste, teller det
stadigvaek kun som én dataliste):

Statistik med én variakel l&l

X1-liste: |8

Frekvensliste: l

Kategoriliste:
Statistik med én variabel &J (

Medtag kategorier: -
e[] I

OK Annuller OK Annuller

1. resultat kolonne:

Antal lister:

Her kan man nu tilfgje en data-liste (X1-listen), en veerdi-liste (Frekvenslisten, der
som standard er sat til 1, dvs. alle data vaegtes lige meget), samt en Kategori-liste,
hvis man ensker at opdele data efter kategorier, fx ken, dvs. udregne de sakaldte sub-
totaler. Typisk ignorerer man denne, men hvis man har et datasat, der tillader opde-
ling pa kategorier, kan man oprette lister over de kategorier, som man ensker medta-
get. | forste omgang ser vi dog kun pa betydningen af frekvenslisten. Hvis vi fx har
en sandsynlighedsfordeling, her summen af to terningekast, kan vi altsé inkludere
sandsynlighedslisten i beregningen, og der igennem fa udregnet de vigtigste de-
skriptorer sadom forventningsveerdien X ,spredningen Gx , summen af sandsynlig-

hederne n og variansen SSX := Z(X—X)*for sandsynlighedsfordelingen:

#  terningekast [F sandsynlighed # “terningekast © sandsynlighed © o E
= =| I [-OneVar('terningeka.st.'sands;]
1 5 1/36 0.16 1 : 2 1/36 Tﬂel _Slalistik med én variabel
2 3 1183 | 7.|
= 3 1ns 3 4 1112 Zx 7.
3 4 112 || g 012 1 5| 148 |5 ' 54.8333
4 5 w9 |B 5 5 §/36/sx:=six  HUNDEF
@ § 7 1/6 6% ™ OnX 2.41523
’ 6 /36 1% 006 | 7 8 5/36/n 1.
6 7 16 9| 149 Minx 2.
7 8 5/36 9 10 112|Q:X 5.|
8 9 19 | 004+ . 1 1118 MedianX 7.
11 12 1436/ QX 9.
9 10 112 i T i T -
MaX 12.
O— " 11 u&\E 0.00 2 SSX = Z(x-%)* | 5.83333
512 ?emingekag? ! D| =0neVar|'terningekast, sandsynlighed . CopyVar Srar., Starl.

Udregning af subtotaler*

Vi vender os derefter mod opdeling efter kategorier. Vi bruger igen eksemplet med
hajderne i en klasse. Hvis vi nu udregner statistik for en variabel pa hejderne finder
vi gennemsnitshgjden for hele klassen, dvs. 172.9 cm. Men sa har vi jo ikke taget
hensyn til, at der er stor forskel pa drenges og pigers hgjder ©

Hyvis vi vil udregne subtotalerne, dvs. gennemsnitshejden for drenge og piger hver for
sig, méa vi derfor indfere to nye lister, drenge og piger, som hver for sig rummer de
kategorier, der herer under drenge henholdsvis piger. [ vores tilfelde rummer listen
drenge derfor kun en enkelt kategori, nemlig ”Dreng”, og tilsvarende rummer listen
piger kun en enkelt kategori, nemlig "Pige”.
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@ |“ alev Eken  Chejde D E Fa
= |=OneVar(hajde 1): CopyVar §
1Al Dreng 172 |Titel Statistik med én variabel

2 |Andreas Drang 187 (% 172,92

* Camila  Pige 162/3x ' 4323,

4 .Cecwlie .Pige ‘\?3.?3(-' . 749524,

5 |Christian Dreng 17453 = sn-ax 9.10664

¢ Christina  Pige 163/0x := o ' 8.92265

7 _Cilie _Pige 169,5_n | 25.

o |Heidi Pige 169 Minx, 151.

9 |Jakob Drang 175(Q:X 167.25
10lJamal  |Dreng 169 MedianX ' 172.5

11 | Jane Pige 166 QX 176.5
12| Jutian [Dreng 176 MaxX. [ 100.

12 |Kasper L Dreng 185|S5X 1= Z(x=¥)*... 1990.34 .
E| =OneVarhojde,1): CopyVar Star., Star2,

® ~ elay = kem C hejde O drenge ©piger © G F
. < = =0neVar(hejde
Statistik med én variabel =5 Al Dreng 172)Dreng  Pige  Titel Statistik med .
? Andreas  |Dreng 187 & 179.458
( ¢ Camilla Pige 162 Ix 2153.5
lieter e - | | | l
K-liste: h,@fjde 4 |Cecilie Pige 173 Ix? 387014,
. [ 5 | Christi D 174 = $ner 7.07575
Frekvensliste: |1 - [nsan  [reng t KT S
5 |Christina  Pige 163 X ™ Onx €.77452
Kategoriliste: |'kan - | 7 |Cilie Pige 169.5 n 12.
¢ |Heidi Pige 169 MinX, 169.
Medtag kategorier: 'drenge] - ¢ lJakob  |Dreng 175, Qix 174.5
; | 10 Jamal Dreng 169 Medianx 176.5
1. resultat kolonne: |f[] 11 Jane [Pige 166 QX 186.
- 12 | Julian Dreng 176 Maxx 190.
| OK | | Annuller | 1% |Kasper L |Dreng 185 SSX 1= I(x... 550.729 -
—_ I ———————— :

Gennemsnitshgjden for drenge er altsd 179.5 cm. P4 samme made finder man gen-
nemsnitshejden for piger.

Grupperede observationer

Ved meget store datasat, mere end et par tusinde data, kan det vare bekvemt at
gruppere dataene og fremstille dem via en hyppighedstabel. Fx er det ikke praktisk at
have adgang til de ra data for hele Danmarks befolkning. Det er langt mere praktisk
at opdele Danmarks befolkning i eksempelvis aldersgrupper, og s& angive hvor man-
ge der befinder sig 1 hver gruppe.

Vi ser igen pa en kriminalitetsstatistik

Ofrets alder

. 0-9 | 10-19 | 20-29 | 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 80-
(interval)

Antal

. 419 | 8176 | 10553 | 7175 5452 4274 2475 1995 1399
(hyppighed)

Hvordan kan vi nu udregne passende veerdier for middelverdi, median og kvartiler?
Der er alt for mange data til at vi kan arbejde med radata, og desuden kender vi ikke
den praecise fordeling af data indenfor de enkelte intervaller. Vi bygger derfor pa en
antagelse om at data indenfor de enkelte aldersgrupper er fordelt jeevnt. De 419 ofre
for kriminalitet i aldersgruppen 0-9 ar har derfor en middelalder pa 5 ar osv. Ved
udregning af middelvaerdien er det derfor bekvemt at opfatte ofrets alder som en nu-
merisk variabel, der reprasenteres af intervalmidtpunktet. Vi opretter derfor den fol-
gende tabel i et Lister og Regneark-varksted med intervalmidtpunkterne som forste
sojle og hyppighederne som anden sgjle.
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5: Deskriptiv statistik

Vi kan da nemt udregne middelvardien som det vaeegtede gennemsnit af variablen
alder, idet vi vagter med variablen antal, dvs. vi bruger cellekommandoen

= mean(alder, antal)

Som det ses kan middelvardien ogsa nemt afsattes i det tilherende histogram ved
hjeelp af kommandoen Plot veerdi fra Underseg data-menuen.

# alder [E antal |© hnl vil:= mean(alder, antal)
1| 5| a19middelveerdi= || ]

2 15| 8176 36.9653

3 25/ 10553 .

4 35 7175 E

s 45| 5452 =

6 55 4274 1000

7 65| 2475

5| 75| 1995 2000 4

9 85| 1399

- 5

i :mean(alder,antal)- 1. 0 1020 30 4%&3 €0 70 €0 50

Men den samme teknik kan ikke brugs til at skenne over spredningerne, fordi vi jo
netop ikke har faet fordelt dataene jeevnt i de enkelte aldersgrupper — i stedet har vi
samlet alle dataene i den enkelte gruppe i midtpunktet af intervallet. Af samme grund
kan teknikken heller ikke bruges til at udregne et sken over medianen.

Vi er derfor nedt til ogsa at kigge pa sumkurven herende til datasattet. Den frem-
stilles nemmest ud fra intervalgraeenserne (som der er én mere af end antallet af
intervaller), idet vi udvider listen over hyppigheder med et O til at begynde med, da
der ingen data findes forud for det forste intervalendepunkt. Vi opretter altsa en sgjle
med skillepunkter og en sgjle med hyppigheder. Sgjlen med hyppigheder omdannes
efterfelgende til en sgjle over de relative frekvenser ved hjeelp af kommandoen

cumSum(hyppighed) .
sum(hyppighed)

100.

Derefter er vejen aben for at frembringe en sumkurve. Det kan gores i et Diagram-
mer og Statistik-vindue, men s kan vi kun afleese skaringspunkterne med de vand-
rette linjer y=25 , y=50 og y =75 (oprettet som grafer for konstante funktioner),
fx ved at spore graferne (og trykke ENTER, nar vi synes vi er tet nok pa skarings-
punkterne).

Det er derfor bedre at oprette sumkurven i et Graf-vindue som et punktplot, forbinde
punkterne med linjestykker og derefter bestemme skaringspunkterne med varktojet
Skaeringspunkter fra Punkt og Linje-menuen under Geometri-menuen i Graf-
vearkstedet.

Vi finder da nemt sével sken over savel kvartilerne som medianen. Da der netop er
tale om skan er der dog ingen grund til at sztte antallet af decimaler op ©
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# |~ skille... |E hyppig... |C frekvenﬁ
= =cumulati

1 0 0 0.

2 10 419/ 0.999571

3 20 8176| 20.5043

4 30 10553| 45.6797

5 40 7175| 62.7964

6 50 5452| 75.8028

7 60 4274| 85.9989

8 70 2475 91.9032

8 80 1995| 96.6625|%
[ m— 5

_ cumulativesu 111(hyppigl'

c|frekvens:

sum(llyppighed)

Obs

Husk at bruge kante-
de parenteser til at
angive et element i en
liste. Det forste ele-
ment i listen hedder
derfor liste[1], det
andet element liste[2]
OSV.

Tip

Nar du skal udregne
et integral ved hjell
af Undersog Graf-
menuen skal du forst
udpege den nedre
grense og dernzest
den gvre graense. Det
kan geres grafisk,
men det er nemmere
at indtaste vaerdierne
direkte fra tastaturet.

frelevens

100

80
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604

(49.3818,75)

(32,3893, 50)

20

(21514, 25)

0
0 10 20 30 40

) 50 60 70 80 90
illepunit

skillep

# |~ skille... E hyppig... |C frekvenﬁbﬂ ¥

= =cumulati

1 0 0 0. @

2 10 419(0.999571 9.4,75)  p3fg)=rs
g 20 8176/ 20.5043

4 30 10553| 45.6797 Med f1335 50)

5 40 7175| 62.7964 £2(x)-50
6 50 5452| 75.8028

7 60 4274| 85.9989 @/ (21.8.25)

g 70 2475| 91.9032 (skillepunkt frekvens)  £1(x)=25
g 80 1995| 96.6625

10 90 1399 100. 5] 3 v
1100 10 100

Stykvis konstant og linezer interpolation i avanceret deskriptiv statistik*

Hvis vi vil regne 1 stedet for at tegne er vi nedt til at handtere histogrammet og sum-
kurven som grafer for fordelingsfunktioner. Det er ikke helt simpelt, sa det folgende
afsnit forudseetter bl.a. fortrolighed med differential- og integralregning ©

Vi starter med histogrammet, der er graf for en stykvis konstant funktion. Som ud-
gangspunkt er definitionsmangden [0;90[ opdelti 9 lige store intervaller med leeng-
de 10. Vi nummerer disse 9 intervaller fra 1 til 9. En given x-verdi herer derfor til
intervallet med indekset

. X
i=int(—)+1
(10)

Den tilherende y-veerdi er derfor givet ved

hyppighed[int(%) +1]

10 - sum(hyppighed)

Her har vi divideret med 10-sum(hyppighed), for at det samlede areal netop bliver
1 (idet faktoren 10 kommer fra Ax ).

hyppighed| inf| ——|+1
10

10- sum! (hyppighed)

# punkt B hyppighed |[C
1 10 419 41918
2 20 8176
3 30 10553
4 40 7175
5 50 5452
6 60 4274
7 70 2475
8 80 1995
9 90 1399
e 5
— 10

100,

Men sé kan middelvardien jo netop udregnes som integralet

;zj:x-f(x)dx

hvor f(x) er teethedsfunktionen. Tilsvarende kan variansen udregnes som integralet
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Var[x] = jb(x ~x) fx) dx

Vi finder da de felgende sken over middelvardien, variansen og spredningen.

Taathed:

o

hyppighed|int] - |+1
10

) L 110 ]

10 sum (_l\yppigl\erl)
Middelvzerdi:

0

Varians:

50
v :J‘ {(x—u)2 ﬂ_x)]dx » 383
0

Spredning:

sigma=v * 19 5"49‘

20
u::J (x flx))dx » 3696534\

» Udfort

1774\

Vi har tidligere fundet middelverdien med elementaere metoder, men nu far vi altsa
spredningen med i kabet ©

Vi vender os herefter mod sumkurven. Denne er stykvis lineser og fremkommer ved
en linecer interpolation 1 tabellen over de kumulerede frekvenser. Vi finder indek-
serne for intervalendepunkterne pd samme méde som fer, idet vi denne gang tager
udgangspunkt i tabellen med de 10 skillepunkter herende til de 9 intervaller:

. X . X
i =int(—)+1, i, =int(—)+2
| (10) B (10)

Den tilherende y-vaerdi er da givet ved formlen for lineer interpolation

y:yl+u.(x_xl)

= frekvens[int(%) +1]+

Xy =X

frekvens[int(li) +2]- frekvens[int(li) +1]

10

(x— skillepunkt[int(%) +1]

Vi finder derfor den folgende graf svarende til sumkurven. Vi har indlagt punktplottet
sammen med grafen, s man kan se, at der netop er tale om sumkurven herende til
punktplottet ©

Vi kan da som vist finde kvartiler og medianer ved at lgse ligninger:

C frekvenﬁbﬂ

# |~ skille... |E hyppig... ¥ Sumkurve:

= =cumulati / .frekwns’:n'[i] _'_l—f‘,-,,]“-pnslw:'.r'.%}ﬂ- O
2 10 419/ 0.999571 yzfrekvens{int(%)ﬂ} I

3 20 8176 20.5043 eotvelele)=5,vm10) » ve21 75570
4 30|  10553| 45.6797 Median:

5 40| 7175 62.7964 1:.55.(;3“::. ) w3252
2 50 5452| 75.8028 solvelslx)=75x=40) * =49 36258
7 60 4274| 85.9989 '

8 70 2475 91.9032 eclepunkt frekevens)

9 80 1995 96.6625

Jol e0 1399 100, = 5 v

o F10] 10 100
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Obs

Pa grund af en fejl i
programmet kan vi
ikke anvende nDeri-
vative-kommando-
en, men ma i stedet
anvende den — i gv-
rigt mere praecise —
CentralDiff-komman-
do.

5: Deskriptiv statistik

Bemeerkning: Sumkurven er netop stamfunktionen til teethedsfunktionen (der
omvendt netop er den afledede af sumkurven). Det kan vi kontrollere ved hjelp af de
numeriske rutiner for differentiation og integration, idet forskrifterne jo ikke er
opbygget af standardfunktioner. Vi skal da blot huske p4, at vi har et ekstra skille-
punkt i teethedsfuntionen, fordi vi har inkluderet det forste intervalendepunkt i
tabellen, sa indeks for tathedsfunktionen skal loftes med én:

Teethedsfunktionen:

hyppighed| im(i)+2
10

> Udfort

x): =100
f(r) 10, sum (hyppighed)
Sumkurve:

frekvens| int(i)+2
10

7ﬁ'ekvens[ int(%) +1

S(Y):#i‘ekvens[im(%)ﬂ} + (,xfskillepunkt

. x
1nt(—)+ 1
10

|

10
- Udfort

£(45)) » 130063

centralDift(s(x) )|x=45. » 1 30052

s(45) » 69.2906

45
(x) dx - 6920064\
0
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Obs
Tilfeeldig-tals genera-
toren skal have et tal

at starte pa (0 er
standard). To compu-
tere vil derfor genere-
re pracis de samme
tilfeldige tal, hvis de
benytter samme start-
tal. Du kan bryde
denne sammenhang
ved at genberegne
regnearket mange
gange ved at holde
Ctrl/Cmd R -tasten
nede.

Sandsynlighedsregning

TI-Nspire CAS stiller en lang raekke sandsynlighedsteoretiske funktioner til radighed.

I dette afsnit skal du iser se en enkelt af disse, tilfzldig stikpreveudtagning, idet du skal pa
opdagelse 1 sandsynlighedsregningen ved at simulere tilfeldige stikpreveudtagninger.

Simulering af terningkast

Ved kast med en terning er der 6 mulige udfald: 1,2, 3,4, 5 og 6, der alle er lige sandsyn-
lige. Her refererer tallet til antallet af gjne pa den side af terningen, der vender opad. Men i
det folgende er vi faktisk kun interesseret i om vi far en sekser eller en ikke-sekser. Basis-
eksperimentet bestar altsé i et kast med en terning, og der er netop 2 mulige udfald: sekser
(succes) eller ikke-sekser (fiasko), hvor sandsynligheden for at fa en ikke-sekser er fem
gang sa stor som sandsynligheden for at fa en sekser.

Du kan simulere kast med en terning ved at veelge et tilfeeldigt helt tal mellem 1 og 6. Her-
til er TI-Nspire CAS udstyret med funktionen randSamp, der treekker en tilfeldig stikpro-
ve fra en population. Du kan teenke pa populationen som et sandsynlighedsfelt. Populatio-
nen indeholder de mulige udfald, dvs. “ikke-seksere” og ”seksere”. Men da der er fem
gange sd mange “ikke-seksere” som “seksere” pa en terning, skal der ogsé vare fem gange
sd mange “’ikke-seksere” i populationen.

Vi gar derfor ind i et Lister og regneark-varksted og opretter en sgjle med titlen popula-
tion, hvor vi indskriver verdierne ”ikke-sekser” fem gange (eller bare én gang, hvorefter
vaerdien treekkes ned gennem de forste fem celler) efterfulgt af en enkelt celle med vardi-
en “sekser”. Husk at tekstvariable altid skal i gésegjne!

Hvad er nu sandsynligheden for at fa (mindst) én sekser i 4 kast med en terning?

I den naste sgjle, der navngives stikprove, indskriver vi nu formlen
= RandSamp(population,4)

i det vi, som det sammensatte eksperiment, netop kaster 4 gange med terningen. Som ud-
gangspunkt udtages stikpraven med tilbagelwgning. Populationen er altsd den samme hver
eneste gang vi trekker et nyt element. Dermed er sandsynligheden for at fa en sekser ogsa
den samme hver eneste gang vi treekker et nyt element. Vi treekker i alt fire elementer,
fordi vi har fire forseg til at f4 en sekser.

Dokumentvarktejslinje

- -
X ™ F = # |~ population  [E stikpreve (@ D E &
|: Matematikskabslonsr | = =randsamp('population,4)
f Tegn . N
| 1 likke—sekser |ikke—sekser
[z Katalog |
2 |ikke-sekser |ikke—sekser
Dobbeltklik pa ikonet for at indszette elementet 3 |ikke—sekser sekser
LebL B 4 |ikke—sekser sekser
randBin(
randint( . _
ranelat( 5 likke-sekser
randMorm(
randPoly( L 6 |sekser
RandSeed v
realt
PRect hd 8
9
randSamp(Liste, #Praver|.ejTilbage]) U
ejTilbage=0 med filbagelegning (standard) 10 =
&iTilbage=1 uden tilbagelzgning L] 151
5
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6: Sandsynlighedregning

Pa skeermbilledet til hejre er vist, hvordan du simulerer fire kast med én terning. Resultatet
skal tolkes saledes, at du i ferste kast slar en ikke-sekser, 1 andet kast en ikke-sekser, i
tredje kast en sekser og i fjerde kast en sekser. I denne omgang slog vi altsé to seksere i
fire forseg.

For at finde svar pa dette spergsmal skal simulationen gentages mange gange, og under-
vejs skal der holdes regnskab med, om der kommer en sekser i et af de fire kast eller e;j.

Vi opretter derfor forst en celleformel i den naeste s@jle, der holder gje med antal seksere:
= countif (stikprgve, “sekser”)

Laeg godt meerke til gasegjne. Det er afgerende at du har indskrevet teksterne i1 popula-
tionslisten med gésegjne, ligesom det er afgerende, at du har brugt gisegjne i sogefeltet for
countif-kommandoen.

# A population | stikpreve |C |

= =randsamp('p N

1 likke—sekser |ikke—sekser 2

2 likke—sekser |ikke—sekser

3 likke—sekser |sekser Y

4 ikke—sekser sekser g

5 likke—sekser & 5]

6 'sekser

7

8

g

10 =

(<] E— 1 07 ikke—seks.. sekser
1| =countif{'stikpreve, "sekser") stikprave

I skaeermbilledet ovenfor har vi ogsé tilfgjet et diagramvindue, sa vi kan holde gje med om
der kommer seksere (gron sgjle). Gentager du nu simuleringen fx 20 gange kan vi begynde
at danne os et overblik over hvor nemt det er at fa en sekser i fire forsag med kast med en
terning.

Vi ser da at der i lobet af de 20 simulationer var der 5 gange, hvor vi slet ikke fik en sekser
(den gronne sgjle mangler), der var 11 gange, hvor vi netop fik én sekser. Endelig var der
4 gange, hvor vi netop fik to seksere. En optzlling (du far maske et andet resultat) viser
altsd, at i over halvdelen af de 20 gentagelser er der (mindst) én sekser.

Nu er 20 simuleringer selvfalgelig ikke sd mange, sa vi vil godt satte antallet af simule-
ringer op til fx 1000. Samtidigt vil vi gerne registrere antallet af seksere i hver af de 1000
simuleringer. Det kan nu geres pa flere forskellige mader.
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6: Sandsynlighedregning

Datafangst med LUA-kommandoen capture

Den forste metode vi viser benytter en sarlig facilitet 1 Lister og regneark-varkstedet, en
indbygget LUA-kommando capture. LUA er et serligt programmeringssprog, der bl.a. er
meget udbredt ved programmering af computerspil. Men TI-Nspire CAS er faktisk ogsé
programmeret i LUA. Normalt er det ikke sa synligt, men lige praecis med datafangst-
kommandoen capture, bliver det faktisk afgerende, at det ikke er en sedvanlig matematik-
kommando, men en LUA-kommando ©

I computerspil har man typisk brug for at overvage tilstanden hos helten, fx hvor sterk er
vedkommende, hvilke magiske evner har vedkommende til radighed, hvilke skatte har
vedkommende samlet op undervejs osv. LUA kan derfor overvége variable og se hvilke
verdier de har. Der findes nu to typiske overvadgningsmekanismer i computer spil pro-
grammeret i LUA, en automatisk og en manuel. I den automatiske overvdgningsmekanis-
me registreres udelukkende om en variabel skifter verdi eller ej (hvilket sa fx kan have
konsekvenser for de udfordringer, som helten meader pé sin vej). Men der er ogsa en ma-
nuel overvdagningsmekanisme, der registrerer veerdien af variablen uanset om den andrer
sig eller ¢j, i samme gjeblik den manuelle overvigningsmekanisme udleses.

Her vil vi overvédge en variabel, der angiver antallet af seksere i en simulering, dvs. tallet
registreret i celle C1, der var givet ved formlen

= countif (stikprgve, "sekser")

Vi skal da forst have navngivet tallet som en variabel, sa den er klar til overvagning. Det
gor vi nemmest ved at tilfoje navnet antal6é foran lighedstegnet og samtidigt satte et kolon
lige foran lighedstegnet, som tegn pa at vi tildeler vaerdien af variablen antal6 det tal, der
fremkommer ved udregningen af formlen countif(stikpreve,’sekser”). Celleformlen ser
altsa nu saledes ud:

antal6 := countif (stikpreve,"sekser")

Lag marke til at tallet nu skrives med fedt som tegn pa, at det er lagret som en variabel.
For at huske navnet har vi ogsé skrevet navnet pé variablen i cellen lige nedenunder ©

€ Apopulation |E stikpreve | [

= =randsamp('p o

1 likke—sekser ikke—sekser 1

2 likke—sekser |ikke—sekser |antal6 =

3 likke—sekser |sekser i

4 likke—sekser |sekser g

5 |ikke—sekser Ez—

6 sekser

7

8

| _
10 =

: Bl 0 ikke—seks... sekser
c1|antal6:=countif('stikprove,"sekser") stikprave

S& er vi klar til at udfere en datafangst. Opret en ny sgjle, kaldet maling, og veelg nu den
folgende kommando i Data-menuen
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38 -

e

S5 2indsat .

1:Handlinger

N 4Statistik '

m SFunktionstabel »

-

‘D maling

1:Automatisk

LN 1:Opret talfglge

2:Datafangst o

4'Ryd Data
S:Titfezldigt

6 Listematematik

7:Liste operationer

8 Kombinationsdiagram

3 Hurtiggraf

Her veelger vi en manuel datafangst, da antallet af seksere jo ikke nedvendigvis skifter

veerdi, bare fordi vi udferer en ny

#pn Estikpreve C D maling ;l
= =randsamp('p| rpmre(varm N
1 |ler ikke—sekser 1
2 ler ikke—-sekser |antal6 =
3 ler |sekser
w
4 ler |sekser §
]
S i
er Lo
6
7
8
9
10 o
(Gl 151 ikke-seks... sekser
D mz'iling:=capmre(var{0] stikprave

Obs
Capture-kommando-
en virker kun i Lister
og regneark-verk-
stedet. Det er jo ne-
top ikke en matema-
tik-kommando, men
en LUA-kommando.
Derimod virker ud-
losningskommandoen
CTRL/CMD . fra
ethvert veerksted.

Laeg merke til, at capture-komm:

simulering ©. Resultatet er den folgende formel:

D maling

=capture(1

on E stikpreve

=randsamp('p

1

antalé =

1 ler ikke—sekser

er ikke-sekser

er sekser

er |sekser

Frekvens

er

©

10

" ikke-seks.. sekser
stikprave

g =<‘apture('autalﬁ,0)

andoen star i1 kursiv — det er netop ikke en matematik-

kommando, men en LUA-kommando. Inde i denne capture-kommando skal du nu angive

hvilken variabel vi skal fange, he

r variablen antal6. Endelig er der en parameter 0, der

forteeller LUA-proceduren, at der er tale om en mauel datafangst.

Lag ogsa maerke til, at der i1 forste omgang slet ikke sker noget! Men det er jo fordi der er

tale om en manuel datafangst, dv

CTRL/CDM . (Kontrol Punktum).

s. vi skal selv udlese datafangsten. Det sker ved at taste
Det er ligegyldigt, hvor vi befinder os, nér vi taster

CTRL/CMD . — den manuelle datafangst udleses altid af denne taste-kombination, ogsa
selvom vi befinder os i et helt andet vaerksted.

®pn Estikpreve |[C O maling g
= =randsamp('p =capture(’ .
1 ler |ikke—sekser 1 1
2 ler |ikke-sekser |antal6 =
3 ler sekser
w
4 ler |sekser §
-
5 ]
er T
6
7
8
9
10 = .
i 151 ikke-seks... sekser
=1 stikprave

Nu skete der s& endeligt noget! Vi har fanget antallet af seksere i den forste simulering ©
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Obs

Husk at sta i Lister
og regneark-verk-
stedet, for det er kun
her at CTRL/CMD R
udleser en genbereg-
ning af regnearket og
dermed en ny simule-
ring.

6: Sandsynlighedregning

Sa skal vi holde tungen lige i munden. Vi skal nu stille os i Lister og regneark-verkstedet
og skiftevis taste CTRL/CMD R for at udfere en ny simulering henholdsvis CTRL/CMD .
for at udlgse en ny datafangst!

Det kan godt lyde lidt indviklet, men med lidt evelse kan man fx holde CTRL/CMD-tasten
ned med venstre hand, mens man med hgjre hind skiftevis taster R henholdsvis Punktum.

Resultatet af de forste 10 simuleringer kan fx se saledes ud:

® E stikpreve | L maling E

= =randsamp('p =capture(" o

1 sekser 2 1

2 sekser antalé = 0

3 ikke—sekser 2 i

4 ikke—sekser 1 g

©

3 1 g

6 1

7 0

8 2

9 1

10 2 o o)
af 3] ikke-seks... sekser
C2| "antal6 =" stikprove

Inden vi gér i gang med at lave datafangst i sterre omfang vil vi lige klargere datafangsten,
sa vi dels kan se hvor mange mélinger vi har foretaget, dels kan felge opbygningen af for-
delingen for disse malinger.

Antallet af malinger fanger vi med celleformlen
= count(maling)
Visualiseringen af fordelingen klarer vi ved at oprette et nyt Diagram og statistik-vindue

diagramtype til et prikdiagram for variablen maling. Her ses resultatet af forste ti malin-
ger:

®ion |E stikpreve |[C A

= =randsamp(’ P

1 ser |ikke—sekse.. 2 éz

2 ser |ikke—sekse.. [antal6 = *

3 ser |sekser 10

4 ser |sekser Antal mal 0 ikke—sekser sekser

= [ stikprave

e :

- IE e &

é\o \D: T , , T T
3 =cou11t(mf\ling) oo 10 m%fijng 30 40

Vi er sa klar til at danse med fingrene, idet vi forst taster CTRL/CMD R og derefter taster
CTRL/CMD punktum.

Vi viser forst resultatet af de forste 100 malinger, derefter resultatet af de forste 1000
malinger.
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6: Sandsynlighedregning

#ion |E stikpreve |C 4 #ion |Estikpreve |[C A
= =randsamp(’ @ = =randsamp(’ P
1 |ser |ikke—-sekse... 1|2 1 ser |ikke—-sekse... e
] g2
2 ser |ikke—sekse... \antal6 = . 2 ser |ikke—sekse... antalé = *
3 ser |ikke—sekse.. 100 3 ser |ikke—sekse.. 1000
LI L] |_ | ,
4 'ser |sekser Antal mal ikke-sekser sekser 4 ser |ikke-sekse...|Antal mal ikke—sekser
stikpreve stikprave
5 lser 5 |ser
s £ s 2
élo |D: T T T , T élo |D: T T T ! T
= 0.0 10 a9 30 40 =3 0.0 10 o9 30 40
Der tegner sig altsd et menster, hvor det hyppigste udfald er 0 seksere, men der er en hel
del udfald med 2 seksere og faktisk ogsa nogle fa udfald med 3 seksere.
Vi kan danne os et bedre indtryk af fordelingen ved at skifte diagramtype til et histogram
eller et sgjlediagram (hvor vi s mé tvinge malingen til at vaere en kategorisk variabel). I
det sidste tilfaelde kan vi s& ogsé slé Vis alle etiketter til:
#jon |Bstikpreve C l 4 #ion [Estikpreve |[C I A
= =randsamp(’ @ = =randsamp(’ P
1 ser |ikke—sekse... I 1 ser |ikke—sekse... I
e 22
2 Ser |ikke—sekse... antalé = = 2 ser |ikke—sekse... antalé = +
3 ser |ikke—sekse... 1000 3 szer |ikke—sekse... 1000
4 ser |ikke-sekse... Antal mal ° ikke-sekser 4 ser |ikke—-sekse...|Antal mal 0 ikke—sekser
= [EE stikprave B er stikprave
P [-0.500, 0.500) 482 punkter P J
6 450 6 & g
7 2 7 a g 5
%300 2607 ¢ - g
8 @ 8 o 2 I~
- " 300 2 g
9 150 9 5 S
10 = 10 = I
ah 15] 0 T : ah 15] 0 0 1 5 3
=] oo 1o m%ﬁ?ﬁg 3040 e maling

I begge tilfzlde ser vi da, at sandsynligheden for slet ikke at fa en sekser er under 50%.
Faktisk er vores sken over sandsynligheden baseret pa 1000 gentagne simuleringer givet
ved 48.2%.

Sandsynligheden for at f& mindst en sekser i fire forseg synes altsa at veere over 50%!

Man kan selvfolgelig med rette synes det er bevlet at gennemfore den ovenstaende simule-
ring 1000 gange.

Det ville da ogsé veare rart hvis man kunne flytte den over pd en automatisk datafangst, der
er meget nemmere at udfore i praksis. Vi har da det problem, at hvis mélingen gentager sin
veerdi, registreres den ikke automatisk. Der findes snedige tricks til at omgé dette problem,
men de er netop snedige og vi vil derfor ikke gennemgéa dem i denne eksempelsamlingen.

Men der findes fx et hefte om Statistik med TI-Nspire CAS, hvor man kan finde detaljer-

ne.

Avanceret datafangst med sekvens-kommandoer*

Vi vil nu se p4 mulighederne for at udfere datafangsten i ét hug, dvs. udregne antallet af
seksere for 1000 simuleringer og opbygge en liste med de fundne verdier i ét hug, i stedet
for trinvis, som vi sd det med LUA-kommandoen capture. Hertil bruges sekvenskomman-
doen, der frembringer en talfelge ud fra et udtryk
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6: Sandsynlighedregning
seq(udtryk,indeks, startveerdi, slutveerdi)

Man kan sagtens arbejde med sekvenskommandoen seq i Lister og regneark, men ved
mere komplicerede sekvenskommandoer er det mere overskueligt at flytte arbejdet over i
et Note-verksted. Her viser vi ferst hvordan kommandoen virker ved at udregne en liste
over de 10 forste kvadrattal:

seqf,r2,x, 1,10) »41,49,16,25,26,49,64,81,100 }

Men ellers gar vi frem praecis ligesom for. Forst oprettede vi en population, dernest trak vi
en stikprave pa fire elementer (med tilbageleesning!) ved hjelp af RandSamp-kommando-
en. Denne kommando er helt central i sekvenskommandoen, da det er den der styrer dy-
namikken og skal sikre, at vi far et nyt antal seksere 1 hver simulering. Endelig benyttede
vi en Countif-kommando til at finde antallet af seksere i stikpreven. I forste omgang tester
vi nu vores sekvens-kommando ved blot at opsamle 10 vaerdier:

Farst henter vi lige populationen:

population
. : "ikke-sekser", "ikke-sekser", "ikke-sekser", "ikke—sekser", "ikke—sekser", "sekser" y

Sa opstiller vi den formel, der udregner stikpraven:

1a1ldSamp(pnpu.latinn, 4) 4 : "iklee—sekser", "ikke—sekser", "ikke—sekser", "ikke-selkser” I

Sa teeller vi hvor mange seksere, der var ved at bruge kommandoen
countifiliste,"seksere",

hvor liste erstattes af formlen for stikpreven:

countIf(mndSamp(pupulaﬁnn 4), "sakser") 2

Endelig frembringer vi vi talfelgen ved hjzelp af sekvenskommandoen
seq(udtryk,x,1,10)

hvor udtryk erstattes af den ovenstaende taelle-kommando

seq(counﬂf(mndSamp(pupulaﬁun4),"seksar"lx, 1,10) » : 1,1,10,21,2110 :

Som det kan ses virker seq-kommandoen! Hvis man indskriver den direkte i ét hug inde i
fx et Lister og regneark-varksted, skal man vare mordeligt forsigtigt med parenteserne,
da det udtryk, der frembringer talfelgen, er sammensat af flere lag:

,x,l,le

Det yderste lag bestér af teelle-kommandoen, mens det inderste lag bestér af stikprove-
kommandoen.

~——

seq( countif (‘randSamp( population, 4)‘,"sekser"

Men nér forst det virker kan vi jo roligt navngive listen og sette antallet af gentagelser op
til 1000:

Farst henter vi lige populationen:

population
L : "ikke-sekser", "ikke—sekser", "iklke—sekser", "ikke—sekser", "ikke—sekser", "sekser" :

Sa opstiller vi den formel, der udregner stikpraven:
1311dSamp(pupu.laﬁmL 4) v : "ikke—sekser", "ikke—sekssr", "ikke—sekser", "ikke-sekser” y
Sa teeller vi hvor mange seksere, der var ved at bruge kommandoen
countifiliste "seksere"),
hvor liste erstattes af formlen for stikpreven:
countIf(mndSamp(pupulaﬁnn, 4), "sakser") 2
Endelig frembringer vi vi talfalgen ved hjzelp af sekvenskommandoen
sequdtryk,x,1,10)
hvor udtryk erstattes af den ovenstaende taelle-kommando
seq(counﬂf(mndSamp(pupulaﬁun4),"seksar"lx, 1,10) » : 1,1,10,21,2110 :

datafangst: =aeqfcountlf(l'andSamp(pupu]aﬁuu, 4), ”seksar"))(, 1,1000)
»{10,1,1,1,011,010,1,00,1,10,1,00,0,10,0,1,20,1,1,1,011,00,000,011110211,11
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6: Sandsynlighedregning

Der gar et splitsekund og vi har hentet de 1000 mélinger! For at kunne overskue dem kan
vi derefter afbilde dem i et Diagrammer og Statistik-varksted, hvor vi enten kan afbilde
dem som et histogram (numerisk variabel) eller som et sgjlediagram (kategorisk variabel)

[-0.5000, 0.5000) 48.70% 500 1

487 (48.7%)
400

391 (39.1%)
102 (10.2%)
20 (2.0%)
J [ E—
0 1 2 3

)

=]

S
I

Frekvens

200 A
100 4

1.5 2.0 25
datafangst datafangst

I begge tilfzelde ser vi da igen, at sandsynligheden for slet ikke at fa en sekser er under
50%. Denne gang er vores skeon over sandsynligheden baseret pa 1000 gentagne simu-
leringer givet ved 48.7%.

Sandsynligheden for at f& mindst en sekser i fire forseg (der jo er summen af de resterende
sandsynligheder) synes altsé stadig at vere over 50%!

Man kan synes det er lidt kompliceret med de indpakkede sekvenskommandoer. Hvis man
kender lidt til programmering er det da ogsa muligt at oprette en brugerdefineret funktion,
med en langt mere overskuelig opbygning. Men i dette heefte vil vi ikke komme naermere
ind pé programmering med TI-Nspire CAS. Det kan man i stedet lase mere om i et
serskilt heefte om Programmering med TI-Nspire CAS.

En simpel sansynlighedsberegning

Som vi har set far vi lidt forskellige sken over sandsynligheden for slet ingen seksere, nér
vi simulerer 1000 gange — i det ene tilfeelde fandt vi 48.2%, i det andet tilfelde 48.7%.

Men lige pracis denne sandsynlighed er s& simpel at beregne, at vi nemt kan finde den
eksakte verdi. Sandsynligheden for ikke at f en sekser i et enkelt kast med en terning er
selvsagt 5/6. Sandsynligheden for slet ikke at 4 seksere i fire forseg i treek er derfor pro-
duktet af denne sandsynlighed fire gange med sig selv, dvs. vi finder sandsynligheden

sl 625 5 |4
ol | 2| = 0482253
6 1296 6

Den eksakte sandsynlighed er altsd 625/1296, som er klart mindre end en halv, idet
2-625=1250. Udtrykt som decimaltal finder vi altsé ogsé at sandsynligheden med 2
decimaler er givet ved

48.23%.

Det er altsé en klar fordel at satse pa at fa seksere, hvis man fér lov til at kaste fire gange
med en terning.
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6: Sandsynlighedregning

Chevalier de Meres problem

Omkring 1650 led Chevalier de Mere svare gkonomiske tab som folge af, at han havde
raesonneret sig frem til, at folgende to spil har samme gevinstchance:

Spil 1: Kast en terning 4 gange og indga et vaddemal om at fa en 6’er.
Spil 2: Kast to terninger 24 gange, og indga et veeddemal om at fa en dobbelt-6’er

Et simpelt proportionalitetsargument, som desveerre ikke holder, kunne fx veere: I spil 2
gaelder det om at fa en dobbelt sekser med kast med to terninger. Det er seks gange sé
svert, som et fa en enkelt sekser med kast med én terning. Derfor skal vi ogsé have seks
gange s mange forseg, altsé 24 forseg med kast med to terninger.

Naivt kunne man altsé forvente samme sandsynlighed for at vinde i de to spil.

Undersoagelsen i sidste afsnit viser, at sandsynligheden for at spil1 lykkes er omkring
51.77% — og altsa starre end 50%. Med andre ord havder de Mere, at sandsynligheden for,
at det lykkes, er storre end 0.5 i begge spil. Men gaelder det nu ogsa for det andet spil?

Her kan vi jo preve at simulere os frem til et svar. Der er mange mader at udfere simule-
ringen pa. Her viser vi en, der ligger taet op af det faktiske eksperiment: 24 kast med to
terninger.

Dokumenteerktaslinie # |~ population |E terning1 C terning2 O dobbeltseksere |E g
X B F = : 5 —
= =randsamp('po|=randsamp('pg =iffn(terning1="se|
=2 Matematikskabeloner | - . y
po— | 1 likke—sekser |ikke—sekser |ikke—sekser 0
17 Katalog | 2 |ikke—sekser ikke-sekser |ikke—sekser 0
Dobbeltklik pa ikonet for at indszette elementet E ||kke—sekser sekser sekser 1
— 4 |ikke—sekser ikke—sekser |ikke—sekser 0
gethlum =
getType( I 5 |ikke—sekser |ikke—sekser |ikke—sekser 0
getvarinfol
f;‘r‘;d - & |sekser ikke—sekser |ikke—sekser 0
:;‘e”"‘“ 7 ikke—sekser |ikke—sekser 0
el 8 ikke-sekser |ikke—sekser 0
impDif( d 9 i
9 ikke—sekser |sekser 0
iFn(BooleskUdt, Verdi_Hvis_sand [Veerdi_Hvis_fa 10 ikke—sekser |ikke—sekser ol =
<) 131
sk [Vaerdi_Hvis_ukendt]]) N N m i N i W
D dubbeltseksere:=1ff11(ter11111g1= sekser” and terning2="sekser",1,0)

Her er der forst oprettet en population med fem “ikke-seksere” og en “’sekser”. Derefter to
stikprever terning1 og terning2 med kommandoen randSamp(population,24), dvs. vi far
lov til at kaste 24 gange med begge terninger. Vi skal sé se efter dobbeltseksere. Det gor vi
med en ny sgjle, kaldet dobbeltseksere, der udnytter en betinget kommando ifFn (dvs. if-
funktionen — der findes ogsé en if-kommando, men den er reserveret programmering).

Den tjekker altsa om de to terningekast samtidigt giver seksere. Hvis det er tilfzeldet har
den vaerdien 1 (en gevinst) og ellers veerdien 0 (en nitte). I det ovenstaende tilfaelde gav det

tredje kast med to terninger altsa anledning til en dobbeltssekser.

Vi kan s& nemt finde det samlede antal dobbeltseksere ved hjelp af celleformlen

= sum(dobbeltseksere)

I dette tilfaelde var der altsa to dobbeltseksere, idet det viste sig, at det syttende kast ogsa
gave en dobbeltsekser.
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6: Sandsynlighedregning

# |E terning1 C terning2 C dobbeltseksere E F # |E terningl C terning2 C dobbeltseksere E F
= [=randsamp('po| =randsamp('pa =iffn(terning1="sek = [=randsamp('po| =randsamp('pa =iffn(terning1="sek

1 |ikke—-sekser |ikke—sekser 0 2 16 |ikke—sekser  |ikke—sekser 0

2 |ikke—sekser |ikke—sekser 0|antal6é6 = 17 |sekser sekser 1

3 |sekser sekser 1 18 likke—sekser  |sekser 0

4 likke—sekser |ikke—sekser 0 1¢ikke-sekser  |ikke—sekser 0

5 |ikke—sekser ikke—sekser 0 20 ikke—sekser  |sekser 0

6 |ikke—sekser ikke—sekser 0 21 |sekser ikke—sekser 0

7 |ikke—sekser ikke—sekser 0 22 |ikke-sekser  |ikke—sekser 0

8 |ikke—sekser  |ikke—sekser 0 23 |ikke—sekser  |ikke—sekser 0

9 likke—sekser |sekser 0 24 |ikke—-sekser  |ikke—sekser 0

0 ikke—sekser ikke—sekser 0 mE 5 mE
E1 :sum{'dobbeltseksere} B17.C17|="sekser"

Du kan nu udfere 1000 simuleringer ligeom vi gjorde med det forste spil, ved enten at
benytte LUA-kommandoen capture eller udnytte seq-kommandoen. Det sidste viser vi i
detaljer med de naste to skaermbilleder

population =
3 { "ikle—sekser", "ikke—sekser", "ikke—sekser", "ikke-sskser", "ikke—selser”, "sekser” : 500 4
S& opstiller vi den formel der udregner stikpraven for den ene terning:

randSamp(pupu.laﬁun,24)
3 { "sekser", "ikke—sekser", "selser", "ikke—sekser", "ikke—sekser", "ikke—sekser", "ikke—sekser'
S tzeller vi hvor mange dobbeltseksere, der var ved at bruge kommandoen

508 (50.8%)
400
sum(iffniliste ! = "sekser" and liste2 = "sekser",1,0)),
300 +

I |
- 0 1

hvor liste1 og liste2 erstattes af formlen for den ene henholdsvis den anden terning:

Frekvens

:um(ian[randSamp(pupu.laﬁnn,24):"sekser" and randSamp(puptﬂaﬁuank)z"sekser",1,0]_} LCIN

Endelig frembringer vi vi talfglgen ved hjzelp af sekvenskommandoen sequdiryk,x,1,10)

[ ]

[=]

=]
L

hvor udtryk erstattes af den ovenstaende teelle—kommando
saq(sum(ian(I'andSamp(pupulaﬁun24)=”¢ekser” and mndSamp(pupu]aﬁun,24)="sakser”, 1,0”,
%1,10)

»§1,03,3,0221,10}

109 (10.8%)

- — 40.4%
40
24):"sekser",1,0}],x,1,1000} 2 3 4

»$1,1,0,21,20,00,0,1,2,0,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,01,1,0,0,0,1,1,2,0,1,1,0,0,40,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0, datafangst

100 +

datafangst: ::eq(:um{.ian{_randSamp(pupu]aﬁun,24):"sekser" and randSamp(pnpu]aﬁun,

Denne gang ser sandsynligheden ud til at f4 mindst en dobbeltsekser altsé ud til at vaere
mindre end 0.5.

Igen kan vi underbygge det eksperimentelle resultat med en simpel sandsynlighedsbereg-
ning. Sandsynligheden for ikke at fa en dobbeltsekser i et enkelt kast med to terninger er
35/36. Sandsynligheden for slet ikke at fa dobbeltseksere i fire og tyve forseg i treek er
derfor produktet af denne sandsynlighed fire og tyve gange med sig selv, dvs. vi finder
sandsynligheden

(35]24 11419121242070580387175082160400290625 (35. ]24 P
—_ = _— = 0.5085
36 22452257707354557240087211123792674816 36.

Den eksakte sandsynlighed er altsa 114.../224..., som er klart storre end en halv, idet
2-114...=228.... Udtrykt som decimaltal finder vi ogsa at sandsynligheden med 2 deci-
maler er givet ved

50.86%.

Det er altsé en klar fordel ikke at satse pa at f& dobbeltseksere, hvis man fér lov til at kaste
fire og tyve gange med to terninger. At denne sandsynlighed er sterre end 50% laerte Che-
valier de Mere pa den harde méade via simuleringer pé casinoer. Flere kilder havder, at han
blev s& godt som ruineret pa dette spil. Han forelagde problemet for en af datidens kloge-
ste hoveder, Blaise Pascal (1623 - 1662), som naturligvis leste det og lagde grundstenen til
moderne sandsynlighedsregning.
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6: Sandsynlighedregning
Binomialfordelingen

Binomialfordelingen bygger pé et sammensat eksperiment, hvor man gentager et basiseks-
periment n gange, hvor n kaldes antalsparameteren. Basiseksperimentet har netop to mu-
lige udfald, som vi i almindelighed betegner “’succes” og “fiasko”, men i praksis kan vi
selvfolgelig anvende mere praecise navne, som vi fx gjorde med “sekser” og “’ikke-sekser”
i forbindelse med terningespillene. Sandsynligheden for at {4 succes i basiseksperimentet
betegnes p og kaldes sandsynlighedsparameteren. Antallet af succeser X 1 det sammensatte
eksperiment er da binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p.

Vi har allerede set pa hvordan man kan simulere en binomialfordeling:

Forst oprettes en population bestdende af et passende antal ’succes” og “fiasko”, hvor de
indbyrdes forhold mellem antal ”succes” og antal fiasko”, netop afspejler de indbyrdes
forhold mellem sandsynlighederne. Nar vi treekker et element fra populationen skal der
altsa netop vere sandsynligheden p for at treekke en ”succes”. Basiseksperimentet bestar
da netop i at treekke et enkelt element fra populationen.

Derefter oprettes en tilfeeldig stikpreve, hvor vi treekker n elementer fra populationen med
tilbagelegning, sé populationen er uendret efter hver udtreekning. Udtagningen af den
tilfeeldige stikpreve svarer da netop til det sammensatte eksperiment.

Endelig teller vi op hvor mange succeser X, der er i den tilfeldige stikprove. Det er
antallet af succeser, der er binomialfordelt. Den stokastisk binomialfordelte variabel X kan
da antage verdierne fra 0 til #. I den matematiske teori for binomialfordelingen udleder
man nu en formel for sandsynlighedsfordelingen, dvs. sandsynlighederne for de enkelte
verdier af X.

Ikke overraskende er binomialfordelingen indbygget i TI-Nspire CAS. Slar man op i for-
tegnelsen over Matematiske operatorer under Sandsynlighedsregning og Fordelinger
finder man netop to fordelinger knyttet til binomialfordelingen, den sékaldte punktforde-
ling (Point Distribution Function) binomPdf og den sdkaldte intervalfordeling (Cumulati-
ve Distribution Function) binomCdf. Det er altsd P’et henholdsvis C’et der adskiller de to
navne ©

Dokumentvarktajslinje
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— IE Matematiske operatorer |
«p-Tegn |
[ Katalog | Dobbeltklik pa ikonet for atindsztte elementet
= Matematiske operatorer | —mvers .
oy =
Dobbeltklik pa ikonet for atindstte elementet # %' Cdf
# Inversy?
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| Sandsynlighedsregning ES ‘ ; ‘FCdf 5
nvers =
Fakultet () l& BinomialPef ]

Antal permutationer = # Binopjal Cdf
Antal kambinationer % GeortSirisk Pdf
# Geamerisk binom Cefin. p)
‘ binom Caitn, p. nedreGraznse. avreGraense)

| Tireigt % |

binom Cdi(n, p, svreGraense), for PO=X<avreGranse)

I Fordelinger 4AL - binomPdfin, p [XVzrdi])
1 ] r

Behersker man disse to fordelingsfunktioner kan man nemt lase alle praktiske opgaver
med binomialfordelinger. Vi ser derfor pd dem i lidt sterre deltalje:

Punktfordelingen: BinomPdf(n,p,[x])

Den kraever — ikke overraskende — at man ferst oplyser de to parametre: antalsparameteren

n og sandsynlighedsparameteren p. Lidt mere overraskende er det nok, at x-veerdien (antal

succeser) er valgfri, men droppes den fas simpelthen hele sandsynlighedsfordelingen som
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6: Sandsynlighedregning

en liste. Det er et elegant traek, der gor det nemt at oprette tabeller over binomialfordelin-
ger i regneark, ligesom det er nemt at tilknytte grafer til fordelingen.

Her ses for eksempel sandsynlighedsfordelingen for binomialfordelingen med n= 8 og
p = 1/4 bade som tabel og graf

Aantal B sandsynlighed C 0,40
= =binompdf(8,1/4)
1 0 0.100113

0.304
2 1 0.266968
3 2 0.311462| |3
4 3 0207642 [£ 0]
5 4 0.086517 | [E g
6 5 0.023071 | [%
7 6 0.003845 01095
8 7 0.000366
9 8 0.000015

0.00
10 &
[<] I— 3] 0
A2l 0

0.27 (26.7%)

0.31 (31.1%)

0.21 (20.3%)

.o 023 (2.3%)

antal

IO 0038 (0.4%)

|3 Fe-4 (0.0%)
|1 Se5 (0.0%)

~
o

Men punktfordelingen kan selvfelgelig ogsa udnyttes til konkrete udregninger, som fx

Wi @nsker at finde sandsynligheden

n = 8 og sandsynlighedsparameter p = 1/4.

1
binodef‘(&—, 2] » 0211462
4

Den s@gte sandsynlighed for netop to succeser er altsa 31.15%.

Intervalfordelingen: BinomCdf(n,p,[a],[/])
Igen skal man forst oplyse de to parametre: antalsparameteren n og sandsynlighedspara-
meteren p. Lidt mere overraskende er det nok, at intervalgraenserne a og b er valgfri, men
droppes de fas simpelthen hele den kumulerede sandsynlighedsfordeling som en liste. Det
er et elegant trek, der gor det nemt at oprette tabeller over kumulerede binomialfordelin-
ger i regneark, ligesom det er nemt at tilknytte grafer til fordelingen.

p(X =2) , hvor X er binomialfordelt med antalsparameter

Her ses for eksempel den kumulerede sandsynlighedsfordeling for binomialfordelingen
med n = 8 og p = 1/4 bide som tabel og graf

# A antal

B kum_sand |C

=binomcdf(8,

0.100113

0.367081

0.678543

0.886185

0.972702

0.995773

0.999619

0.999985

o N AW N =2 O

1.

0.89

kum_sand
o
L

o
=
L

0.29

00

£11=0.10011291503906

Men intervalfordelingen kan selvfolgelig ogsa udnyttes til konkrete udregninger, som fx
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6: Sandsynlighedregning

Wi gnsker at finde sandsynligheden pi2 £ X € 5), hvor X er binomialfordelt med
antalsparameter n = 8 og sandsynlighedsparameter p = 1/4,

I [

1
binom(:df[&—,z,s’ » 0.628693
4
Den s@gte sandsynlighed for at antallet af succeser er mindst 2 og hajst S er altsd 62,87 %.

Til slut legger vi maerke til at intervalfordelingen strengt taget er overfledig, nar vi har
punktfordelingen, idet der jo fx gelder

pP2<X £5)=p(2)+ p3)+ p4)+ p(5)

Vi kunne altsa ligesé godt have beregnet intervalsandsynligheden som en sum over de
involverede punktsandsynligheder:

5 ]

2|

/ A4
1
binodef{S,—,x’ » 0628693
4
x=2

Men det kraever selvfolgelig en vis fortrolighed med sum-tegnet ©

Nar vi kan styre punktfordelingen kan vi ogsé udfere simple statistiske beregninger pa
sandsynlighedsfordelingen. Vi skal da bare opfatte sandsynlighedsfordelingen som en
veegtet population, dvs. de enkelte udfald fra 0 til 8 optreeder med en veegt, der netop er
angivet ved sandsynligheden: Vi udferer derfor en enkeltvariabelstatistik med sandsyn-
lighed som frekvensliste

#antal (B sandsynlighed |© o]
= =binompdf(8,1/4) =0neVar('antal,'sandsynlis
1 0 0.100113Titel Statistik med én variabel
2 1 0.266968 [x
3 2 0.311462|Zx i
Statistik med én variabel &Jq 4 3 0_207642 ZXZ 5_5
- L 5 4 0.086517 sx := sn-1X #UNDEF
A, 6 5 0.023071 |ox := onx 1.22474
o 7 6 0.003845|n 1.
Kategoriliste:
S 8 7 0.000366 |MinX 0.
| Medtag kategorier: -
| : ) 9 8 0.000015|Q:X 1.
1. resultat kolonne: |c[]
R 10 MedianX 2.5
‘ oK ‘ | Annuller <] 1D]
Di| ="Statistik med én variabel"

De vigtigste oplysninger er da middelverdien X som er 2, og spredningen ox som har
verdien 1.22474. Nederst i listen finder man faktisk ogsa variansen SSX (dvs. kvadratet
pa spredningen)

SSX = (x-%)? 1.5

Variansen har altsa veerdien 1.5 .

Det abner muligheden for eksperimentelt at finde nogle af de formler, der geelder for
middelverdi, spredning og varians. Vi kan nemlig indfere skydervariable for antalspara-
meteren n og sandsynlighedsparameteren p, og s& udfere en dataopsamling, der viser de
relevante sammenhange. Det er nemmest at undersgge variabelsammenhangene for
middelverdien og variansen. Vi starter med at oprette den dynamiske sandsynlighedsfor-
deling for binomialfordelingen efterfulgt af en enkeltvariabel statistik over de veegtede
antal, samt indferer en minimeret *diskret’ skyder for n, der vokser i trin af sterrelsen 1 fra
2 til 50, samt en "kontinuert’ skyder for p, der fx vokser i trin af 0.01:
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6: Sandsynlighedregning

€ A antal B sandsynlighed zéﬁk“)ﬁ antal P - i ! ®2dC = Zéﬁk“)ﬁ antal ¥ = !
= |=seq(x,x,0,'n)| =binompdf('n,'p) n _I_ e T ='p) =0neVar(' n O ° 1
1 0 0.03125 125 Titel  [Statistik .
2 1 015625 | 225 2.5 2.5 .
3 2 0.3125| | = 3 25/5x 2.5
4 3 0.3125] | - 4 5 3x? 7.5
5 4 0.15625 > 5 25 sx ;= JYUNDEF >
6 5 0.03125 0 6 25/o0x:=. 1.11803| 1.11803 00
7 . 7 n 1. X
8 3 MinX.. 0.
9 9| QX 2.
o o 12 ed- — "
A71=0 Klik for at tilfgje variabel £2| middel:=d2 Klik for at tilfgje variabel
Vi treekker sé verdierne for middelveerdi, spredning og varians ud via celleformler i
nabocellerne, sé vi kan lave datafangst pa dem. Her er det vist for middelvaerdien i celle
E2, der er lagret som variablen middel via celleformlen
middel :=d2
Tilsvarende er spedningen, og variansen gemt som variablene
spredning :=d6 varians =d13
Vi opretter sé et nyt lister og regneark, hvor vi fanger veerdierne for antalsparameteren n,
sandsynlighedsparameteren p, middelvaerdien, spredningen og variansen
# Aantal_var |B sandsyn_var [C middel_... |2 spred_... E varians_... ®2ad|C _E— -
= =capture('n,1) =capture('p,1) |=capture(mi|=capture(sf =capture(va ='p) =0neVar('
1 5 0.5 2.5 1.11803 1.25/| _° p6/sx:=..#UNDEF
2 6#40x:=. 1.93649 1.93649 | |
3 7 74n 1. .
4 5 81 MinX.. 0. i’ .
5 981 QX 6. =
5 1074/ Med... 7.5 ) o
7 11 44/QsX 9.
5 1256 MaxX. 15. ]
5 1385/SSX... 3.75 3.75 yrozmalels
O_ H_‘E 24_ \I_\If 0 T T T T T T T T T
| middel_var:=caprure(middel, 1) WI::@ 02 458 §ma?f3,aﬂ2 1416 18

S& er vi klar til datafangsten ©. Vi skal udfere variabelkontrol, hvor vi somme tider
varierer n og sommetider p, men ikke dem begge pa én gang. Det er nemmest at udfere
disse naertbeslaegtede eksperimenter, hvis du opretter en raekke kopier af dette dokument,
s du kan variere de uathangige variable n og p systematisk og opbygge grafer for de
afhengige variable middel og varians. Her ser vi pé to typiske deleksperimenter: Hvis vi
vil undersgge hvordan variansen athenger af antalsparameteren, skal vi variere
antalsparameteren og oprette et diagram, der viser variansen som funktion af antalspara-
meteren. Vi ser da tydeligt at variansen er direkte proportional med antalsparameteren r,
dvs. der geelder en formel af typen

varians =k, (p)-n
hvor proportionalitetsfaktoren k, , i vores tilfeelde 0.25, stadigvaek kan athaenge af sand-
synlighedsparameteren p, som vi jo har holdt konstant (variabelkontrol!).

Vi gentager sa eksperimentet, men denne gang varierer vi sandsynlighedsparameteren p.
Vi skal da ferst nulstille datafangsten, enten ved at arbejde i et nyt dokument, eller ved i
det gamle dokument at gé ind og gentage alle capturekommandoerne (taste ENTER 1
formelfelterne) ©
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.2 n=15 |—|—|—v—v—|—v—'-|—|
=p) =0neVar( 404 1
5 11|sx :=..#UNDEF
6 D1|ox :=.. 1.54919| 1.54919
772|n 1. _ 307
8 55|MinX... 0. o
9 19|QiX 11. <
1053 |Med 2 =207 p=-15. x2+15. x40
1182|Q=X 13.
1204 |MaxX. 15. 1.0
1339|SSX... 2.4 2.4
1497 <
(€| m— | 00—}
ol middel:=d2 0001032 0.3%&%&5&%9.7 08097,

Denne gang er der tydeligvis tale om et andengradspolynomium, der gar gennem 0 og 1 pa
forsteaksen (p-aksen). Denne gang er variansen altsé givet ved en formel af typen:

varians =k, (n)- p-(1-p)

hvor proportionalitetsfaktoren k,, i vores tilfeelde 15, stadigvaek kan athange af antals-
parameteren n (der netop har veerdien 15 ©), som vi jo har holdt konstant (variabelkon-

trol!).
Tilsammen antyder eksperimentet altsa kraftigt, at der gaelder en sammenheng af formen
Varians=k-n-p-(1-p)
Her er proportionaliteskonstanten i vores tilfaelde endda ganske enkelt 1, s& vi har udledt
den felgende variansformel eksperimentelt
Varians=n-p-(1—p)

Den tilhgrende spredningsformel mé da vere givet ved

o=yn-p-(1-p)

Prov nu selv at lege med middelveardien for en binomialfordeling. Her er resultatet knap sa
overraskende: Hvis vi har fx 8 forseg og vi 1 hvert forseg har sandsynligheden 0.25 for at
fa succes, sa forventer vi i middel at fange 8-0.25 =2 succeser, dvs. middelvaerdiformlen i
almindelighed méa vere givet ved

H=n-p
Desverre findes der ikke tilsvarende simple argumenter for spredningsformlen.

Gensyn med Chevalier de Meres problem

Nu hvor vi kan styre binomialfordelingerne kan vi se narmere pa sandsynlighedsfordelin-
gerne i Chevalier de Meres to spil:

Spil 1: Kast en terning 4 gange og indga et vaddemal om at fa en 6’er.
Spil 2: Kast to terninger 24 gange, og indga et veeddemal om at fa en dobbelt-6’er

Overvej nu forst:

Spil 1: Hvis X betegner antallet af 6’ere i1 4 kast med en terning, sa er X binomialfordelt
med parametrene n=4 og p=+

Spil 2: Hvis X betegner antallet af dobbelt-6’ere i 24 kast med to terninger, sé er X bino-
mialfordelt med parametrene n =24 og p =+
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Laeg marke til, at middelverdien i begge spillene er den samme:

1 2 1 2
=4.-== =24.— ==
Hy Hy 36 3

Det er jo netop pa grund af Chevalier de Meres omhyggeligt konstruerede proportionalitet
mellem de to spil.

Men spredningerne er ikke helt ens, idet vi finder
15 25 2 30
o =yn-p-1-p)=l4—== === |=—= =(0.745
1 lpl(pl)\/66\/36\/336
1 35 2 35
o, = -p, - (1— =24 ——=,|—— =~(0.805
, =y py (1= py) \/ 36 36 \/3 36

Spredningen i det forste spil er altsa tydeligvis lidt mindre end spredningen i det andet
spil: Det har afgarende konsekvenser for de to spil! Da spredningen for spil 2 er storre end
spredningen for spil 1 og de jo har samme middelverdi 2/3 bliver der ogsé tildelt mere
sandsynlighed til X, =0 og X, =4 i spil 2. Det er iser det forste, der er fatalt, for det
betyder i praksis at p(X, =0) ryger op over 50% og at det derfor slet ikke kan betale sig
at deltage i spil 2. Men det betyder ogsa, at nar vi fx udferer 1000 simuleringer af spil 2, s&
ser vi rent faktisk udfald med X, =4, hvad vi ikke gjorde i spil 1 (selv om det nu ikke er
helt udelukket, sa du kan have en anden serie af 1000 simuleringer, hvor der rent faktisk
kreb et udfald med X, =4 ind i sgjlediagrammet) ©.

Her er relevante grafer (hvor de simulerede grafer er hentet fra et tidligere afsnit).

Farst spil 1 (hvor sandsynligheden for X, =0 ligger under 50%, mens sandsynligheden
for X, =4 ligger under 1 %o):

Frekvens

500 4

400 4

W

=]

=]
L

]

=1

=1
I

100 4

487 (4B.7%) € A antalé E spil1 ] <
. 0604 &
= |=seq(x,x,0,4) =binompdf(4,1/6) g
2
391 (38.1%) 1 0 0.482253 2
2 1 0.385802
3 2 0.115741
4 3 0.015432
5 4 0.000772
6
7
102 (10.2%) 2
9
20 (2.0%)
10 =
161 o 1 2 3 4
datafangst a“mlﬁ::SBQ{—l}—l}O:"l) 12 antals
1000 simuleringer Teoretisk fordeling

Derefter spil 2 (hvor sandsynligheden for X, =0 nu ligger over 50%, ligesom sandsyn-
ligheden for X, =4 ligger over 1 %o):
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500 4

400 A

300 A

Frekvens

200 A

100 4

04

508 (50.8%)

358 (35.8%)

109 (10.8%)

37
27
2.4
46
7.4
9.9
9.9
7.1
39
15
37
45

11

21 2.1%)

4(0.4%)
4

@
~
o

9 10111213 141516 17 1819 20 21 22 23 24
antal66

datafangst

1000 simuleringer Teoretisk fordeling

Sammenhangen mellem binomialfordelingen og normalfordelingen

Nu hvor vi har mere styr over binomialfordelingerne kan vi begynde at studere formen pa
fordelingen lidt neermere. Vi flytter da graferne over i Graf-verkstedet, idet vi opfatter
punktsandsynligheden binomPdf(n,p,x) som en funktion af x. Det rejser dog det tekniske
problem at x formelt skal vere heltallig. Vi smerer derfor de heltallige veerdier ud over
intervaller af lengden 1, idet fx det hele tal 4 dekker intervallet fra 3.5 til 4.5. Teknisk set
atbilder vi derfor grafen for funktionen

binom(n, p,int(x + 0.5))

Her star int for heltalsdelen (integer part). Vi har netop lagt 0.5 til, sa intervallet kommer
til at ligge symmetrisk omkring det hele tal:

051y

1
y=binomPdf|8,—,int(x+0.5)
4

Vi har skraveret omradet under den stykvis konstante fordelingsfunktion ved at udregne
integralet fra -0.5 til 8.5 (i Undersog Grafer). Vardien af integralet er selvfolgelig 1, sa
det har vi efterfolgende skjult.

Grafen har den karakteristiske klokkeform, hvor sandsynligheden forst vokser op til mak-
simumsveardien i x =2 og derefter falder ned til 0 igen.

Hvis vi nu vil lege med sddanne fordelingsgrafer, kan det igen betale sig at oprette en dy-
namisk graf, hvor vi kan variere savel antalsparameteren n (som vi s&tter til at labe fra 2
til 50) som sandsynlighedsparameteren p. Det gores nemmest ved skydervariable.

Denne gang er det ikke s smart at bruge integralrutinen til at skravere med, da den vil
slove dynamikken alt for meget. I stedet tilfojer vi graferne for
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y < binomPdf (n, p,int(x+0.5)) og y<0

0.25 ¥ n 0.25 y n =3
: v . ; v :
p -4 p =4
T v 1 T ¥ 1
0 1. 0 1
x=n'p
0.01 ¢| | 10.01 d
i -0.025 y:binodef(n,p,int(:xw 5)) 51 B -0.025 y:binodef(n,p,int(:xw 5)) 51

Dynamisk fordelingsgraf

Nu med middelvaerdi

0.5y n 0.5V n =35 |1
] ' ! ] ' !
p -2 -
— | — —N
0. 1 . !
X=np X=n"p
y=binomPdf(n,p,intx+0 5)) y=binom Pdf(n,p,int(x+0.5))
X X
- 51 - N 51
0.025 =0.025

hgjreskeaev fordeling

venstreskaev fordeling

Treekker vi i skyderen for sandsynlighedsparameteren p kan vi netop se den karakteristiske
klokkeformede graf pa hele midterstykket. Men nér vi traekker p for langt ud til siderne
bryder klokken sammen og vi far i stedet for en monoton fordelingsgraf, sédan som vi
ogsa s det i forbindelse med Chevalier de Meres spil. Vi kan ydereligere tilfoje middel-
vaerdien ved at indskrive x =n- p 1 en tekstboks og trekke den ind pa den ene af akserne.
Treekker man 1 skyderen for p er det meget overbevisende at binomialfordelingen netop
topper i middelvardien, som altsé ikke blot angiver den forventede vardi, men ogsa den
mest sandsynlige veerdi (vi preeciserer dette udsagn i det folgende teoretiske afsnit).

Men sé leenge vi holder os til midterstykket er der altsa en tydelig klokkeformet fordeling.
Det kunne godt minde om en normalfordeling, sa det er fristende at l&egge en normalforde-
ling ind over. Vi skal sa skenne over normalfordelingens middelvardi W og spredning G.
Men der er det jo nemmest at indtaste formlerne for binomialfordelingens middelvardi

H=n-p
og spredning

o=yn-p-(1-p)

(ellers kan veerdierne hentes fra en enkelt statistik udfert pa binomialfordelingen sadan
som vi har set det i et tidligere afsnit):
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Dokumentvarktejslinje

- 0.25 ¥ n =
x w o [E] -
r T T T T 1
= Matematikskaeloner | =
«f Tean | p =61
[ Katalog | T ' 1.
IZ Matematiske operatorer |
x=n'p
Dobbeltklik pa ikonet for at indsztte elementet
Antal permutationer -
Antal kambinationer }'zbinodef(l\,p,int(x+0.5)) /
| Tilfeldigt ¥ ‘
| Fordelinger 3
8 Normal Pdi y=normPdflxn p,/n p- (1-p) |
# Normal Cdf
# Invers normal -
q i il L. 0.01 .
[] 4 Guidertil B 51
narmPdi(<Vaerdi [.u[.o]]) -0.025

Igen er den dynamiske visning meget overbevisende og man ser hvordan normalforde-
lingsgrafen smyger sig op af den klokkeformede binomialfordeling.

Vi kan endda ogsa illustrere betydningen af spredningen 6. Hvor middelverdien svarer til
centrum for fordelingen, sé& svarer spredningen til en form for radius for fordelingen. Ved
at leegge én spredning til middelvaerdien eller treekke én spredning fra middelverdien far
vi derfor afgraenset det centrale omrade i klokken (med ca. 65% af observationerne)

0.25 y

| . akser : . .

x=n'p—n p (1-p)

y=binomPdf(n,p, int(:x+0 5))

(=n'p <=1 Py

x=n"p+n p (1-p) x=n'p—n p-(1-p) x=n' p+n p (1-p)

y=binomPdf(n,p, int(:x+0 . 5))

y=0029c-0.45

y=normPdf{x,n p,np (1-p) ) y=nermPdf{x.n p, Jup (1-p) )

1-0.025

11-0.025

Kigger vi ngje pé grafen kan vi se at det centrale omrade netop afgranser klokkens hat,
dvs. det omréde hvor klokken er nedad hul.

Vi kan desverre ikke bekrefte dette ved at tilfoje et vendepunkt fra Underseg graf-menu-
en, for vi har jo ikke brugt de symbolske forskrifter for graferne. Men vi kan stadigvaek
klistre en tangent pa normalfordelingsgrafen og pa den made visuelt bekrafte at der synes
at ligge en vendetangent i afstanden én spredning fra middelvardien.

Men alt i alt er det tydeligt at vi er ved at nd grensen for hvad vi kan udrette med de
numeriske rutiner til udregning af binomialfordlingen og normalfordelingen.

Binomialfordelingen som en eksakt fordeling: Monotoniforholdene*

Hvis man har en mere omfattende teori til radighed for at arbejde med binomialfordelin-
gen og normalfordelingen vil vi nu se pa, hvad man kan bruge de eksakte forskrifter til.
Specielt vil vi fokusere pé, om vi rent faktisk kan stykke nogle beviser sammen for nogle
af de observationer vi gjorde i det foregaende. Vi vil da fa stor hjelp af de symbolske ud-

tryk.

For binomialfordelingen geelder der som bekendt:
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n! 5 y=x

1-p v Udfert

x!- {m=x)!
Vi har valgt at holde antalsparameteren n og sandsynlighedsparameteren p som ydre pa-
rametre, men de kunne selvfolgelig ogsa vaere indbygget direkte i fordelingsfunktionen.
For at kunne tegne grafen er vi derfor nedt til at tildele n og p verdier, hvilket sker nem-
mest som skydervariable lige som for. Vi har ogsa det samme problem ved udregningen af
funktionsveaerdier, at det er forudsat at x er en heltallig variabel. Men det klarer vi ligesom
for ved at pakke argumentet ind i en int-funktion.

y=blint{x+0.5))

0.02
X

"1-0.025 51

Sé langt sd godt, men det kunne vi jo ogsa med den numeriske forskrift. Sa hvor ligger
fordelen ved den symbolske forskrift? Jo pointen er, at vi nu kan bevise at binomialfor-
delingen har de folgende karateristiske monotoniforhold

1. Binomialfordelingen vokser op fra vaerdien 0 til at maksium og aftager derefter igen til
vaerdien 0.
2. Binomialfordelingen har maksimum taet pa middelvaerdien y=n-p .

Hvordan kan vi nu vise dette? Da funktionen er stykvis konstant er det ikke s& oplagt at
bruge differentialregning. I stedet for skal vi teenke pa den som en diskret funktion, der er
defineret pa hele tal. Vi er da intereseret i at se hvad der sker, nar vi bevager os fra b(x)
til b(x+1). Traditionelt ville vi da kigge pé differensen (svarende til heeldningen). Men
kig lige en gang pa forskriften igen. Den bestar af en raekke faktorer, ikke af en raekke led.
Og sé er det faktisk mere narliggende at se pa fremskrivningsfaktoren. Vi flytter da forst
defintionen pa binomialfordelingen over i en ny opgave, hvor vi kan fa lov til at regne rent
symbolsk (dvs. vi har ikke leengere skydervariable til at tildele n og p numeriske verdier)!

bli) = P (1p)"™ » Udfort
xl (=)l
blx+1)
(x):= Udfort
e Y
plx-n)
) p-1) (:-c+1J&|

Kan du se hvor de enkelte faktorer kommer fra?

Prov forst at overveje hvordan faktorerne p* og (1— p)"* bidrager til
fremskrivningsfaktoren g(x). Det kraver blot lidt kendskab til potensregneregler.

Prov derefter at overveje hvordan faktorerne x! og (n—x)! bidrager til
fremskrivningsfaktoren g(x). Det kraever kendskab til reglen (x+1)!=(x+1)- x! .
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6: Sandsynlighedregning

Overvej ogsé at fremskrivningsfatoren g(x) faktisk er positiv, selv om nogle af de
faktorer, der indgér i udtrykket for g(x) oplagt er negative ©

Men som det ses kan CAS-vearktejet holde styr pa reduktionen for os. Det er netop CAS-
programmers styrke, at de kender reglerne for den korrekte omskrivning af matematiske
udtryk. Til gengeld er det os, der skal leegge strategien for hvad udtrykkene skal bruges til.
I modsetning til skakprogrammer, der ikke blot er i stand til at udfere traekkene korrekt,
men ogsa til 1 et vist omfang at teenke strategisk (ikke perfekt, men godt nok til at kun de
allerbedste skakspillere i verden kan matche de bedste skakprogrammer), sa kan CAS-
programmer endnu ikke teenke strategisk. De mangler stort set kunstig intelligens. Sa det
er her vi selv kommer ind i billedet ©.

Vi ved nu at monotoniforholdene for postive funktioner styres af fremskrivningsfaktoren:

Hvis g(x)>1 sé vokser funktionsvaerdien pa stykket fra x til x+1.
Hvis g(x)=1 sa holdes funktionsveerdien konstant pa stykket fra x til x+1.
Hvis g(x) <1 sa aftager funktionsveerdien pa stykket fra x til x+1.

Forste observation: Fremskrivningsfaktoren er en aftagende postiv funktion.

Det kan du faktisk se direkte af udtrykket, hvor vi udferer en blid omkrivning, sé alle
faktorerne er positive:

n—x

gy=0 P

x+1 1-p
Det er kun den forste brok, der pavirkes af variationer i x. Og nér argumentet x vokser, er
det tydeligt at teelleren falder, ligesom navneren vokser. Og det far netop breken til at
falde i veerdi.

Men nu er brekregningsargumenter i vore dage ofte svaerere at forstd end differerential-
regningsargumenter ©. Sa vi kan ogsa bare se pé differentialkvotienten for fremskriv-
ningsfaktoren

i{ (n+1) p

= qlx)) »

(p-1) (x+1)2

Her er tre af faktorerne oplagt positive, mens den sidste (p —1) er oplagt negativ. Altsa er

differentialkvotienten negativ, og dermed er fremskrivningsfaktoren som pastaet afta-
gende. Det er netop denne observation, der rummer neglen til forstdelsen af binomial-
fordelingens opfarsel ©

Lad os starte med at se p& randvardierne for fremskrivningsfaktoren. Den forste
fremskrivningsfaktor er givet ved

Den kan omskrives pa formen

rL-
go)y="P - _#
l-p 1-p

Hvis den forste fremskrivningsfaktor ligger under 1 vil den derfor ligge under 1 hele vejen
og binomialfordelingen vil derfor vare stedse aftagende (hejreskav). Det kraever altsa at
middelverdien er sa lille at den kommer under sandsynligheden for fiasko, dvs.

u<l-p
Den sidste fremskrivningsfaktor er givet ved
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el
n lp-1)

A

aln-1) »
Den kan omskrives pa formen

q(n—l):L:L
n-n-p n—pu

Hvis den sidste fremskrivningsfaktor ligger over 1 vil den derfor ligge over 1 hele vejen
og binomialfordelingen vil derfor vere stedse voksende (venstreskav). Det kraever altsa at
middelvardien er s stor, at den kommer tattere pé antalsparameteren z# end sandsynlig-
heden for succes, dvs.

H>n—p

I alle andre tilfeelde ligger den forste fremskrivningsfaktor over 1, den sidste under 1 og
binomialfordelingen starter derfor med at vokse op til et maksimum, hvorefter den falder
igen. Dette maksimum finder vi det sted hvor fremskrivningsfaktoren netop passerer 1:

solvel{q(x}=1,x}l v ox=n p+p—1&
Denne betingelse kan omskrives pd formen
Xpay =10 p=(I=p)=p—=(1-p)

Hvis det tilfaeldigvis viser sig at vere et helt tal er der to maksimumspunkter i
binomialfordelingen, nemlig veerdierne

n=p—(-p) og x=p+p (idet q(x)=1,dvs. b(x)=b(x,))

Ellers vil der netop ligge ét helt tal 1 dette interval, hvor binomialfordelingen sé topper.
Det er da nemmest at bemeerke, at den topper teet pa middelverdien, dvs. i praksis et af de
to tal, der ligger pa hver sin side af middelvaerdien, hvis ikke simpelthen middelverdien
selv er et helt tal.

Konklusion:
a. En binomialfordeling er stedse aftagende, hvis den opfylder 4 <1— p. I sé fald topper

binomialfordelingeni x=0.
b. En binomialfordeling er stedse voksende, hvis den opfylder ¢ >n— p . 1 sa fald topper

binomialfordelingeni x=n.
c. L alle andre tilfelde er den forst voksende, og dernast aftagende, og den topper i det/de

hele tal, der ligger i det lukkede interval [ —(1— p); &+ p], dvs. der er ét eller to

maksimumspunkter athangigt af om intervalgranserne selv er hele tal. I praksis
bemerker man, at hvis middelverdien selv er et helt tal, topper den altsé i middelvaer-
dien. Ellers topper den i et af de to hele tal, der ligger pa hver sin side af middelvaer-
dien.

Binomialfordelingen som en eksakt fordeling: Hulhedsforholdene*

Vi har nu styr pd monotoniforholdene for binomialfordelingen. Kan vi gere det samme
med hulhedsforholdene og dermed retferdiggere klokkeformen? En sddan undersogelse er
nok ikke sé velkendt, s& det kan veare klogt at kigge pa et simpelt eksempel forst:

- S
-0

Den ved vi har en klokkeformet graf (the Bell curve) ©. Vi udregner derfor forste og
anden afledede:

Normalfordelingen: ¢(x)=
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Det kan godt virke lidt uoverskueligt, men eksponentialfunktionen er positiv, og de fleste
faktorer er positive konstanter, sa den interessante struktur ligger gemt i et forstegrads-
polynomium for den forste afledede og et andengradspolynomium for den anden afledede:

¢ (x) =—(x— ) - [positivt udtryk |
¢"(x) = (x— (- 0')) : (x —(u+ O')) [ positivt udtryk]

Overvej nu selv hvilke konskekvenser det har for monotoniforholdene henholdsvis hul-

hedsforholdene for normalfordelingen.

Vi kan som saedvanlig illustrere det dynamisk ved at oprette en ny opgave, hvor vi i stedet
handterer middelvaerdien U og spredningen ¢ som symbolske variable. Her lgber vi sé ind

i det tekniske problem at G er et lille graesk s, og da TI-Nspire CAS ikke skelner mellem

store og smé bogstaver svarer det til det store graske S, dvs. summationssymbolet X.

Derfor ma bogstavet ¢ ikke bruges som variabelnavn. Vi skriver det derfor bare ud som

variablen sigma:

=8.12 0.5y sigma =2.05 u 05 1y sigma =2.05
l—'—'—'—'—'—"—'—'—'—l |—|—'—v—v—v—v—|—v—v—| T " T 1 |—v—'—|—|—|—v—v—|—|—|
o 0 [ 10. 10 0 10
1w 12
y= 1 e 2 [sigma’
/27 sigma x=p_sigma
x=p
X=p+sigma
/\ 1 | xp y2
= 1 e 2 lsigma)
,‘2 T - sigma
0.025 . 0.025 .
0.05 1 15 > -0.05 1 15

Vi kan da tydeligt se hvordan en variation af middelvaerdien p blot forer til en vandret
forskydning af grafen, mens en variation af spredningen sigma forer til en samtidig

skalering af grafen (ud fra sdvel symmetriaksen som x-aksen) — det samlede areal skal jo

bevares ©.

Det er ogsé nemt som vist at tilfeje markerer for middelverdien | og spredningen o, ved

blot at indskrive ligningerne , henholdsvis |x=u— sigma| og |x = [ +sigma| i

tekstbokse, der efterfolgende treekkes ind pa en akse.

Endelig kan vi bekreafte at én spredning netop svarer til skulderpunktet for klokken, altsa
vendepunktet, ved at finde vendepunktet ved hjelp af Undersog graf-menuen:
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Lo 0.5 v sigma =2.05
;o I' T ! |—v—'—v—v—v—v—v—|—v—|
E 0. K
x=p-sigma
=
x=p+sigma
punkt (vendetangent) 1 ( x-p \’2
1 -
(128 0108) o o 2 |sigma
|2 m sigma
e
0.025 .
° ! 15
-0.05

Vi vender os s& mod binomialfordelingen. Denne gang er der tale om en stykvis konstant
funktion, sé vi kan ikke rigtigt komme til at anvende differentialregningen. I stedet ma vi
teenke i diskrete baner ©

For at kontrollere hulheden mé vi vide hvordan haldningen varierer. Heldningen for
intervallet [x;x + 1] er givet ved b(x+1)—b(x) . Heldningen for det foregdende interval
er tilsvarende givet ved b(x)—b(x—1). Ser vi pa dobbeltintervallet rundt omkring x, dvs.

[x —-Lx+ 1] er fremskrivningsfaktoren for heeldningen fra det forste delinterval til heeld-
ningen for det sidste delinterval derfor givet ved
_ b(x+1)—b(x)

"= T

Det er denne hulhedsfunktion, der kontrollerer hulheden for os: Hvis fx den forste
haeldning er positiv og H(x)>1 vokser haldningen, dvs. grafen er opad hul jfr. figuren

nedenfor. Hvis til gengaeld den forste haldning er negativ og H(x)>1 aftager haeldnin-
gen, dvs. grafen er nedad hul (jfr. figuren nedenfor) , osv.

Hix) > 1 i) = 1
o] (o}
Hzld) tiv
® nmgerposr% S
o Heldninger negam&
o/ o
Opad hul Nedad hul X

Vi fér altsé brug for at vide hvorndr H(x)>1, H(x)=1 og 0< H(x)<1 og iser det
midterste tilfaelde, dvs. H(x)=1 er interessant, fordi her er haldningerne ens, dvs. vi har
fanget et vendepunkt!

Vi starter med at finde forskriften for fremskrivningsfaktoren for haldningen

nl

PN (1-p)"F > Udfort

._x!- I[n—x}l!
h{ﬂ;:M v Udfort
blx)-blx-1)
n() » P lx-n-1) |:.‘-c.—.’.i'p—p+ 1)
(p-1) be+1)- pe=(n+1) p)

Udtrykket er forblaffende simpelt (men ikke helt nemt at finde ved hindregning ©). Igen

bestar det af en raekke faktorer, der er oplagt positive/negative, men ogsa et par faktorer,

der kan veere lidt svaerere at gennemskue. Vi omskriver en smule pé forskriften og finder
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H(x)zlp n+l-x x—(u—-(-p))
-p  x+l x—(u+p)

De forste fire faktorer er trivielt positive i intervallet [0;7#]. Men de to sidste faktorer
skifter faktisk fortegn undervejs. De folges dog neasten ad, idet telleren skifter fortegn i
x, = M—(1- p), mens nevneren skifter fortegn i x, = 4+ p. Men det svarer jo netop til

grenserne for det interval af lengde 1, hvor vi finder maksimumspunktet. Bortset fra dette
interval er fremskrivningsfaktoren for heldningen derfor positiv!

En graf bekraefter dette, hvor vi ogsé har tilfejet nulpunkterne x=y—-(1-p) , x=n+1,

de lodrette asymptoter x=—1 , x= g+ p , den vandrette asymptote y =— samt den

lI-p
kritiske linje H(x)=1.

1011 1

x=n+1

X=IL p+p

=50 2 50

_P (x—u—l) (x-n p—p+1)

} (p—l) (x+1) (x—(:m—l) p)

{10

Det er omrddet mellem de to lodrette asymptoter, der bestemmer hulhedsforholdene for
binomialfordelingen. Til venstre for maksimumsintervallet

(== p)u+p]
ved vi haeldningerne er positive. Da fremskrivningsfaktoren for haldningen starter med at

ligge over 1 er grafen forst opad hul. Men sa krydser vi den kritiske linje H(x)=1 , hvor

der er et vendepunkt, og pé resten af stykket hen til maksimumsintervallet er grafen nedad
hul. Pa den anden side af maksimumsintervallet sker det samme! Vi kan altsé begrunde
klokkeformen 1 stor detalje.

Vi ser yderligere at der ma vere netop to vendepunkter, et pa hver sin side af maksimums-
intervallet. Vi kan endda nemt finde formlerne for vendepunkterne:

{4 p (r-1)-4 p2+a ps1 -2 n p-2p+1)
solvel{h(x}=1,x}l (s J plpol) -4 pTed p PPt or.

& np (p-1)-4 p2ea pe1 +2mpr2p-l

-

Det kan se lidt uoverskueligt ud, men flytter vi naevneren 2 op i teelleren letter tigen:

v=n-p+p-t-yn-p-(-p)-p+p+i=p+p-t-Joi-p +p+i
v, =n-p+p—%+\/n-p-(1—p)—p2+p+%=,u+p—%+,10'2—p2+p+%
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Det forste led er netop midtpunktet af maksimumsintervallet, dvs. symmetripunktet for
binomialfordelingen og det ligger tet pd middelverdien [ Det andet ligger teet pa spred-
ningen ¢. Den diskrete binomialfordeling opferer sig altsé i det store og hele naesten som
normalfordelingen ©
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Hypotesetest

I dette kapitel vil vi se pd nogle grundleeggende eksempler pé, hvordan man udferer en
simpel eksperimentel hypotesetest, forst en goodness-of-fit-test og dernast en uaf-
haengighedstest. Herunder vil vi stifte bekendtskab med de grundlaeggende generelle
begreber. Derefter vil vi knytte eksemplerne til den specielle 3 -test (laeses: chi2-test)
og dermed bruge de samme eksempler som en indfering i y-testen.

Terningekast

Vi antager at vi forud for deltagelsen i et terningespil far lov til at kaste 24 gange med
terningen for at registrere antallet af seksere. Vi observerer nu, at vores preverunde
giver os 10 seksere. Skal denne observation nu give anledning til bekymring? Tyder
den p4, at terningen er skav og derfor viser for mange seksere?

Umiddelbart forventer vi at terningen giver lige mange ettere, toere, treere, firere,
femmere og seksere. Denne tro pé at udfaldet af terningekastene er rent tilfeldigt og
ikke indeholder en systematisk skeevvridning af de enkelte udfald kaldes nulhypotesen
Ho. P4 basis af nulhypotesen forventer vi, at vi ud af 24 kast finder fire seksere.

Pé den anden side er terningekast et stokastisk faenomen, sa i praksis kan vi ikke regne
med netop fire seksere, somme tider vil vi f flere, sommetider faerre, men i middel
forventer vi fire seksere, hvis vi gentager de 24 terningekast rigtigt mange gange med
en fair terning, der opforer sig som forventet ud fra nulhypotesen.

Uden en nulhypotese Hy, der generelt udsiger at udfaldene skyldes rene tilfaeldigheder,
kan vi ikke udtale os om hvad man ma forvente af udfaldene i et stokastisk faanomen.

Nu observerede vi netop 10 seksere og det ligger et paent stykke over de forventede fire
seksere: Hvad kan vi konkludere ud fra det? Er forskellen sa stor, at det ikke leengere er
rimeligt at tro pa observationen som et resultat af de uundgéelige tilfeeldige udsving i
den enkelte praverunde? Eller er det sd nemt at fa en sa stor forskel, nar man kaster
med en fair terning, at det ikke er rimeligt at forkaste vores tro pa nulhypotesen om en
fair terning?

For at kunne besvare dette spergsmal pé rimelig vis mé vi ferst undersgge hvor nemt
det er at fa en afvigelse, der er mindst lige sa stor, under forudsetning af at nulhypote-
sen holder; dvs. hvor nemt er det at f4 mindst 10 seksere ved kast med en fair terning.

Dette spoargsmél kan undersoges rent teoretisk, men det kan ogsé undersoges rent ek-
sperimentelt ved en simulering af nulhypotesen. Det er den sidste vej vi her vil folge.
Simulering af nulhypotesen

Man kan simulere nulhypotesen pa4 mange mader, men vi vil her folge den samme stra-
tegi som 1 kapitlet om sandsynlighedsregning og tage udgangspunkt i en population,
der folger den ideelle fordeling i overensstemmelse med nulhypotesen.

Da alle udfaldene er lige sandsynlige skal de altsé forekomme lige mange gange i po-
pulationen. Det nemmeste er da at oprette en population, der netop rummer en “etter”,
en “toer”, en “treer”, en “firer”, en "femmer” og en “’sekser”. Som vi denne gang ind-
skriver som tal.

population :={1,2,3,4,5,6}

Vi indskriver derfor populationen som vist i et Lister og regneark-varksted.
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# ~ population |E stikprave C D E p
= =randsamp('population,24)

1 1 1

2 2 2

3 3 2

4 4 6

5 5 6

6 6 4

7 1

8 1

9 6
0_ 1 ﬂf
B stikpmve::ﬁmdsamp('population,24)

Vi indskriver tilsvarende en stikprave, der netop rummer 24 tilfeldigt udvalgte ele-
menter fra populationen, idet stikpreve udtages med tilbageleegning, sé hver eneste
udtreekning har samme sandsynlighed for at traekke en etter, en toer, ... og en sekser.
Det sker ved hjeelp af kommandoen

= randSamp(population,24),

der som standard netop foregér med tilbageleegning. Stikpreven svarer altsa til de 24
terningekast under forudsceetning af at nulhypotesen holder!

Vi kan gentage simuleringen ved at taste CTRL/CMD R inde i regnearket. P4 den made
kan vi nu eksperimentelt undersgge, hvor nemt det er at fa ti seksere ved 24 kast med
en fair terning.

# ~ population |E stikpreve 124

= =randsamp('popu|

Frekvens

DR W N =

W | |~ |o|u|s|w|n]| =

MY = =N o RN =S,

10
€ 0-—
0

Bstikprﬁve:=1'(111dsamp('populatinn," T2 stgikpr;a%e 5

7

Vi skal da have fremstillet udfaldene grafisk, sa vi kan danne os et overblik over struk-
turen af de 24 terningekast. Vi opretter derfor et Diagrammer og statistik-vindue og
afsaetter stikpraven som et histogram. Yderligere tilfgjer vi grafen for den konstante
funktion 10, der fungerer som en overligger. Hvis diagrammet kommer op og rere
overliggeren, eller lige frem bryder igennem overliggeren, sé er det lykkedes os frem-
bringe et udfald, der er mindst lige sd skeevt som det observerede.

Proto-test og signifikansniveau

Vi er nu naesten klar til at udfere en forste primitiv test, en proto-test, for at teste nul-
hypotesens troverdighed. Men for vi udferer proto-testen ma vi imidlertid traeffe et
afgerende valg: Hvor sveert skal det vaere at frembringe et skaevt udfald, for vi forkaster
nulhypotesen og i stedet foretraekker den ret upraecise alternative hypotese om at der
udover tilfeeldighederne ogsa foreligger en eller anden form for systematisk variation,
der skaevvrider udfaldene. Det niveau, der forer til forkastelse af nulhypotesen kaldes
signifikansniveauet. Det bygger pa en ren konvention, der har vist sig nyttig i praksis.
Ligegyldig hvor mange seksere vi observerer i preverunden kan vi nemlig aldrig med
sikkerhed afvise nulhypotesen. Men nulhypotesen kan blive en sé utroverdig forkla-
ring pé det observerede, at det kan betale sig at tro pa den alternative hypotese, velvi-
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dende at vi leber en lille, men ikke forsvindende risiko, for at tage fejl.

I praksis har man typisk valgt signifikansniveauet 5%, men under specielle omstaen-
digheder kan denne procentdel settes op eller sattes ned efter behov. Her vil vi dog
holde fast i de 5%.

Sandsynligheden for at f et skeevt udfald (mindst 10 seksere), nar man kaster 24 gange
med en fair terning (nulhypotesen) kaldes p-vardien.

Hvis p-vaerdien falder under signifikansniveauet pa 5%, dvs. hvis de skave udfald fo-
rekommer i feerre end hver tyvende preverunde, regnes nulhypotesen for sd utroveerdig,
at den forkastes.

For at danne os et skon over p-vardien kan vi derfor starte med at udfere simuleringen
20 gange. Hvis der ikke forekommer et eneste skeevt udfald, tyder det pa at p-veaerdien
ligger under 5%, hvorfor nulhypotesen méa forkastes. Hvis der omvendt forekommer et
eller flere skave udfald, tyder det pé at p-vaerdien ligger over 5%, hvorfor vi ikke kan
forkaste nulhypotesen, der derfor ind til videre star til troende ©

Vi gentager derfor simuleringen 20 gange og tjekker om vi rammer overliggeren for
sekserne.

=

b d ke Lo o

e

Lk il b bk

Som det ses, lykkedes det ikke en eneste gang for sekserne at ramme overliggeren. Der
var altsd ingen skeeve udfald i vores proto-test. Skennet for p-verdien er derfor, at p-
verdien ligger under 5%, hvorfor det ser ud til at vi ma forkaste nulhypotesen.

Men 20 simuleringer er selvfolgelig et spinkelt grundlag at drage vidtreekkende kon-
klusioner pa ©. S4 vi ser nu pé, hvordan vi kan sette antallet af simuleringer i vejret pa
en systematisk méde.

Testveerdi og datafangst med LUA-kommandoen capture

Vi har hidtil forladt os pé en visuel afgerelse af om et udfald er skaevt. Vi vil nu ogsa
regne pa sagen: Vi skal da forst indfere en formel, der teller antallet af seksere, som er
den testveerdi, der skal bruges til at afgere om en simulering giver anledning til et skeevt
udfald, dvs. et udfald, hvor antallet af seksere er mindst 10. Det sker nemmest i en celle
med brug af countif-kommandoen: I celle C1 skriver vi derfor teksten “antal6 =" og i
celle C2 formlen

= countif ('stikprgve, 6)

Som det ses er der overensstemmelse mellem beregningen og den grafiske optelling.
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Vi kan nu opsamle antallet af seksere ved at gemme dem som en variabel, dvs. vi om-
skriver celleformlen til

antal6 := countif ('stikprgve, 6)

Antal seksere er nu lagret som en variabel. Lag specielt maerke til, at tallet nu skrives i
fed for at markere, at det er lagret som en variabel.

Vi kan derfor udfere en datafangst ved hjelp af LUA-kommandoen capture. Det er
samme teknik, som vi allerede har beskrevet i kapitel 6 om sandsynlighedsregning. Vi
opretter derfor en ny sgjle kaldet maling, og veelger den falgende kommando i Data-
menuen

Obs

En datafangst med
capture-kommandoen
overvager en variabel i
variabelregistret. En
automatisk datafangst
registrerer hver gang
variabel skifter vaerdi.
En manuel datafangst
registrerer variablens
verdi nar datafangsten
udleses med
CTRL/CMD punktum.

X 4Statistik

EE 5 Funktionstabel »

]

1:Opret talfglge

4:Ryd Data

5. Tilfz=Idigt ’
& Listematematik 4
7:Liste operationer 4

2:Kombinationsdiagram

9:Hurtiggraf

- e ==
. r
@ 1:Handlinger ¥
Ea ZIndszet v D malmg

1:Automatisk

2:Manuelt

Her veelger vi en Manuel datafangst, da antallet af seksere jo ikke nedvendigvis skif-
ter veerdi, bare fordi vi udferer en ny simulering. Resultatet er den falgende formel

Bve C O maling

= amp('popu =capture(1

antalé=

1
2
2
6
5 6
4
1
1
6
1

10

=

Frekvens
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[ — | ]
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® zve C O maling
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1
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6
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1
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=
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Obs
Capture-kommandoen
virker kun i Lister og
regneark-verkstedet.
Det er jo netop ikke en
matematik-kommando,
men en LUA-komman-
do. Derimod virker ud-
losningskommandoen
CTRL/CMD . fra ethvert
vearksted.

Obs

Husk at sté i Lister og
regneark-verkstedet,
for det er kun her at
CTRL/CMD R udleser
en genberegning af
regnearket og dermed
en ny simulering.

7: Hypotesetest

Laeg merke til, at capture-kommandoen stér 1 kursiv — det er netop ikke en matematik-
kommando, men en LUA-kommando. Inde i denne capture-kommando skal du nu
angive hvilken variabel vi skal fange, her variablen antal6. Endelig er der en parameter
0, der forteeller LUA-proceduren, at der er tale om en manuel datafangst.

Laeg ogsa maerke til, at der i1 forste omgang slet ikke sker noget! Men det er jo fordi der
er tale om en manuel datafangst, dvs. vi skal selv udlese datafangsten. Det sker ved at
taste CTRL/CDM . (Kontrol Punktum). Det er ligegyldigt, hvor vi befinder os, nar vi
taster CTRL/CMD . — den manuelle datafangst udleses altid af denne taste-kombination,
ogsa selvom vi befinder os i et helt andet verksted.

Nu skete der sé endeligt noget! Vi har fanget antallet af seksere i den forste simulering

©

Sa skal vi holde tungen lige i munden. Vi skal nu stille os i Lister og regneark-
vaerkstedet og skiftetvis taste CTRL/CMD R for at udfere en ny simulering henholdsvis
CTRL/CMD . for at udlese en ny datafangst!

Det kan godt lyde lidt indviklet men med lidt evelse kan man fx holde CTRL/CMD-
tasten ned med venstre hand, mens man med hejre hénd skiftevis taster R henholdsvis

Punktum.

Resultatet af de forste 10 simuleringer kan fx se saledes ud:

®ave c Smaling 5 2] ove Smaling 3 2]
= amp('popu =capture('|||, ° = mp(’ =capture(' |,
1 6 antal6= 4/l o 1| 6lantalé= 4|z
2 5 6 7/[= 2| 5 6 7/[*
3
3 5 4 3| 5lantal malinger... 4
0
- 4 > 2 St;i)kpl’;\lie > - 4 10 2 2 St;i)kpl’;\lie >
5 4 3 5 4 3
6 6 2|z 5 6 2/ |z
7 1 5 % 7 1 5 %
8 4 3| g 4 3z
= o 2 [ 3 [ i o 2 ; [ 3 @
0 85| - 896600e 0.2 £ | 886000
] 01234 Sm%liné 8 9 101112 3| "antal 1112°|1i11ger" 0123 4 5m%liné 8 9 101112

Inden vi gér i gang med at lave datafangst i sterre omfang vil vi lige klargere datafang-
sten, sd vi dels kan se hvor mange malinger vi har foretaget, dels kan folge opbygnin-
gen af fordelingen for disse malinger.

Antallet af mélinger fanger vi med celleformlen
= count('maling)

Visualiseringen af fordelingen klarer vi ved at oprette et nyt Diagram og statistik-
vindue diagramtype til et prikdiagram for variablen maling.

Vi er sa klar til at danse med fingrene, idet vi forst taster CTRL/CMD R og derefter
taster CTRL/CMD punktum.

Vi viser forst resultatet af de forste 100 malinger, derefter resultatet af de forste 1000
malinger.

Der tegner sig da et manster, hvor det hyppigste udfald som forventet er fire seksere,
om end det holdt hardt — pa lange straekninger var det 3, der var det hyppigste udfald,
og efter 1000 udfald i denne tilfeeldige serie, endte de med at vaere lige hyppige. Men
der er ogsé en hel del udfald med fra O til 9 seksere og faktisk ogsa nogle fa skave
udfald med 10 og 11 seksere.
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Vi kan danne os et bedre indtryk af fordelingen ved at skifte diagramtype til et
histogram eller et sgjlediagram (hvor vi sd mé tvinge malingen til at vaere en kategorisk
variabel). I det sidste tilfeelde kan vi sa ogsa sla Vis alle etiketter til:
Sl 2804
=) =)
200 - 240+ oo
o o
8 &
2004 S g
160 | § >
e £ 160 g g &
2120 2 c
- = 120 ~ =
5
@©
801 ) g
80 3 S =
e g2 3
2 e S o
04 O—- - & P '
5.6 1 12 0 1 2 3 4 5 N 6 7 8 9 10 "
maling maling

I vores tilfaelde ser vi da, at et sken over p-vardien er givet ved

i =0.3%

1000
Man kan selvfelgelig med rette synes det er bevlet at gennemfore den ovenstaende
simulering 1000 gange.

Det ville da ogsa vere rart hvis man kunne flytte den over pé en automatisk datafangst,
der er meget nemmere at udfere i praksis. Vi har da det problem, at hvis malingen
gentager sin verdi, registreres den ikke automatisk. Der findes snedige tricks til at
omga dette problem, men de er netop snedige og vi vil derfor ikke gennemgé dem i
denne eksempelsamlingen. Men der findes fx et hafte om Statistik med TI-Nspire
CAS, hvor man kan finde detaljerne.

Avanceret datafangst med sekvens-kommandoer*

Vi vil nu se pd mulighederne for at udfere datafangsten i ét hug, dvs. udregne antallet
af seksere for 1000 simuleringer og opbygge en liste med de fundne veerdier i ét hug, i
stedet for trinvis, som vi sd det med LUA-kommandoen capture. Hertil bruges se-
kvenskommandoen, der frembringer en talfelge ud fra et udtryk

seq(udtryk,indeks, startveerdi, slutveerdi)

Man kan sagtens arbejde med sekvens-kommandoen seq i Lister og regneark, men
ved mere komplicerede sekvenskommandoer er det mere overskueligt at flytte arbejdet
over i et Note-vaerksted. Her viser vi forst hvordan kommandoen virker ved at udregne
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7: Hypotesetest

en liste over de 10 forste kvadrattal:

seq[xz,x, 1,10] » §1,4,9,16,25,26,49,64,81,100 }

Men ellers gar vi frem praecis ligesom for. Forst oprettede vi en population, derneest
trak vi en stikprave pa fireogtyve elementer (med tilbageleegning!) ved hjelp af
RandSamp-kommandoen. Denne kommando er helt central i sekvenskommandoen, da
det er den, der styrer dynamikken og skal sikre, at vi fir et nyt antal seksere i hver si-
mulering. Endelig benyttede vi en Countif-kommando til at finde antallet af seksere i
stikpreven. I forste omgang tester vi nu vores sekvens-kommando ved blot at opsamle

10 veerdier:

Farst henter vi lige populationen

population * {1,2,3,45,6 }

S3 opstiller vi den formel, der udregner stikpreven

randSamp(population,24) » {5,4,45,2,6,1,5,3,2,2,2,5,2,4,1,4,3,4,6,43,2,3 }

Sa tzeller vi hvor mange seksere, der var ved at bruge kommandoen
countifiliste, &)

hwvor liste erstattes af formlen for stikpreven

countlf [:r'andSamp[pnpulaﬁnnjél),é) 8 R

Endelig frembringer vi talfglgen ved hjselp af sekvenskommandoen
seq(udiryk,x,1,10)

hvor udtryk erstattes af den ovenstdende taelle—kommando

seq(countlf(randSamp (population, 24),6).x,1,10) » { 1,6,5,6,44,2,2,2,4 }

Som det kan ses virker seg-kommandoen! Hvis man indskriver den direkte i ét hug
inde i fx et Lister og regneark-varksted, skal man veere meget forsigtigt med paren-
teserne, da det udtryk, der frembringer talfelgen, er sammensat af flere lag:

,6),x,1,10)

seq

countif (| randSamp (population, 24)

N\

Det yderste lag bestar af teelle-kommandoen, mens det inderste lag bestar af stikprove-
kommandoen.

Men nér forst det virker kan vi jo roligt navngive listen og satte antallet af gentagelser
op til 1000:

datafangst:=s=q (countlf [:r'andSamp (p opulation, 2 4), 6),x, 1, 1000]
>{44433123344325341?592526?494242345521045564451664

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Der gér et splitsekund og vi har hentet de 1000 mélinger! For at kunne overskue dem
kan vi derefter afbilde dem i et Diagrammer og Statistik-varksted
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141



7: Hypotesetest

I begge tilfelde ser vi da igen, at sandsynligheden for at fa et skaevt udfald er langt
under 5%. Denne gang er vores sken over p-vardien baseret pad 1000 gentagne simu-
leringer igen givet ved 0.3%.

Sandsynligheden for at f4 mindst 10 seksere i fireogtyve forseg synes altsa stadig at
ligge langt under signifikansniveauet, hvorfor nulhypotesen forkastes som utrovaerdig!

Man kan synes det er lidt kompliceret med de indpakkede sekvenskommandoer. Hvis
man kender lidt til programmering er det da ogsi muligt at oprette en brugerdefineret
funktion, med en langt mere overskuelig opbygning. Men i dette heafte vil vi ikke
komme narmere ind pa programmering med TI-Nspire CAS. Det kan man i stedet lase
mere om i et serskilt haefte om Programmering med TI-Nspire CAS.

Den teoretiske p-veaerdi (Binomialfordelingen)*

Hvis du kender lidt til binomialfordelingen er det nu ikke si sveert at udregne den ek-
sakte p-vaerdi. Antallet af seksere X er jo ifelge nulhypotesen binomialfordelt med an-
talsparameter n = 24 og sandsynlighedsparameter p = 1/6. Vi kan derfor bruge interval-
sandsynlighedsfunktionen binomCdf til at udregne den enskede sandsynlighed
p(X =210):
f 1 i1
binomCdf{EdLE,lD,EdL’ * 0003339

Den eksakte p-veerdi er altsa givet ved 0.3339% i god overensstemmelse med de sken
vi fandt ved at simulere.

Vi kan endda f& TI-Nspire CAS til at udfere det indbyggede kanoniske test for at teste
nulhypotesen. Det hedder en z-test for én andel (idet der benyttes normalfordelings-
approksimation til binomialfordelingen for at udregne p-vardien, dvs. testet udferes
reelt som et normalfordelingstest). Andelen star for antal succeser i forhold til det sam-
lede antal forseg. Antal succeser er netop den observerede verdi.

Vi tester nulhypotesen at terningen er fair, dvs. at sandsynligheden for succes netop er
1/6. Den alternative hypotese er da at sandsynligheden for succes er forskellig fra 1/6. I
binomialtestet kan man dog ogsa teste ensidigt, dvs. nulhypotesen kunne fx vaere at
sandsynligheden for succes er hgjst 1/6, hvorved den alternative hypotese vil blive at
sandsynligheden for succes er storre end 1/6.

z-test for én andel - LéJ ]
PO: |16 - |
Succeser, X I1O -
n: '24 - |

Alternativ hyp:

1. resultat kolonne: '

Tegn: [«] Skraver P-vzerdi

|-oK| |- annulier

142



7: Hypotesetest
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Ved den kanoniske test finder vi altsé det folgende sken over p-verdien 0.1%. Det er
noget lavere end den eksakte vardi pa 0.33%. Fejlen skyldes forst og fremmest
diskretiseringsfejlen (som er indbygget i alle de kanoniske tests).

Normalfordelingsapproksimationen bygger sit sken pd intervallet [10;oo[ . Her gor det
ikke sd meget at vi udstreekker halen til uendelig, men binomialfordelingen er diskret
og udfaldet 10 deekker derfor over intervallet [9.5;10.5[, hvorfor normalfordelings-
approksimationen burde bygge sit skon pé intervallet [9.5;0] .

Normalfordelingsapproksimationen bygger endvidere pa normalfordelingen med
samme middelverdi og spredning som binomialfordelingen:

1

F oo

n=24+24 p=—
& 6

p=np*4 sigma=Jnp (1-p) * i
Den kanoniske p—veaerdi

2- normCdf(10,=,p,sigma) * 0.001015
Den forbedrede p—vaerdi

2- normCdf(9.5, =, p,sigma) » 0.002591

Det er jo noget bedre, idet skennet nu kom op pé 0.25%, om end det stadigvaek ikke er
perfekt.

Man kan selvfolgelig undre sig over, at man overhovedet bruger normalfordelings-
approksimationen, nar man lige s& godt kunne regne pa den eksakte binomialfordeling.
Det skyldes tradition! De kanoniske tests blev udviklet fgr computeren, og den gang
var det ret kompliceret at hdndtere vilkarlige binomialfordelinger, med de mange
valgmuligheder for parametrene n og p, mens normalfordelingen kun kraevede adgang
til en god tabel over standardnormalfordelingen med middelveardi 0 og spredning 1.
Altsa blev normalfordelingsapproksimationen enerddende, og i dag har man vannet sig
til at bruge den ogsé selv om det strengt taget ikke er nedvendigt. Hypotesetest er
under alle omstandigheder ikke nogen eksakt videnskab, men bygger pd en rekke mere
eller mindre vikérlige konventioner, fx valget af signifikansniveauet. Derfor er det ikke
sa afgerende at fa fat i den eksakte p-verdi. Bare alle parter er enige om beregnings-
metoden kan man jo fa truffet det afgerende valg, om man skal forkaste nulhypotesen
eller ej, pa et rimeligt og brugbart grundlag ©
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7: Hypotesetest

Terningekast som %2-test

Vi slutter vores diskussion af terningekast med at vise hvordan hypotesetesten kan
handteres som en y’-test. I si fald skal vi tage hand om alle de kategoriske variable,
dels antallet af seksere (succeser), men ogsa antallet af ikke-seksere (fiaskoer). Med to
kategorier er der altsa tale om én frihedsgrad. De forventede veerdier har vi allerede

gjort rede for:

Kategori Observeret veerdi Forventet veerdi
sekser 10 4
ikke-sekser 14 20

Pa basis af lister over de observerede vardier og de forventede verdier kan vi nu udfe-
re en Goodness-of-fit test som vist:

E stikpreve [C kategori D observeret E forventet
= =randsamp(’ ~
*_Good f Fit test — =5
1 2|Sekser 10 4 T e e
2 2 3|lkke-sekser 14 20 f
5 3 5 Observeret liste: |'observerst -|
f
4 4 1 Forventet liste: |'forventet -|
5 5 4 ' [ |
3 6 5 Frihedsgrad, df: |1 -
7 3 1. resultat kolonne: Ic:[]
8 X oL -
- . Tegn: [l Skraver P-vaerdi
0_ 4 mf &J |w|
4 -
®F G 7 =10.8000
Pval - 0.0010
= =x2GOF('observereﬂ
1 | Titel Xx*-Goodness of F... 0.40 1
2 [y 10.8
2 pval 0.001015 | | 5 6 50 -
4 |df RIE
5 \Complis...{9.,1.8} 5
=020
3
7
8 0.10 4
9
10 =
]I T 151 0.00 T T T T T T
G|= 2GOF('observeret,'forveutet,1:1:' 0 2 4 8 X18 10 12 14

Igen ligger p-veerdien noget lavere end den eksakte veerdi, men som for er det oplagt at
nulhypotesen ma forkastes: Den observerede fordeling ligger for langt fra den forven-
tede forventede fordeling, til at nulhyptesen kan opretholde sin trovardighed.
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7: Hypotesetest

Venstreorienterede piger

Som et eksempel pa en uathengighedstest vil vi nu se neermere pa en video ’Er piger
venstreorienterede?’ fra Gladsakse Gymnasium. Det er en kompleks problemstilling
med mange fine detaljer, sa det kan kun anbefales at se filmen 1 sin helhed i forbindelse
med at man genemarbejder det folgende afsnit.

En film af:

Sidsel Kirstini
Rasmus Zrenlund

I filmen diskuterer de to hovedpersoner, Rasmus og Sidsel udfaldet af det kommende
valg. Sidsel er overbevist om at rad blok vil vinde, ikke mindst fordi hun er overbevist
om at kvinder er mere venstreorienterede end maend. Det tror Rasumes imidlertid ikke
pa: Han regner ikke med at der er nogen sammenhang mellem ken og den politiske
holdning.

De bliver enige om at afgere sagen ved at uddele spargeskemaer til to klasser pd Glad-
sakse gymnasium og se pa om de adspurgte elever kan stotte Sidsels pastand om at
piger er mere venstreorienterede. De er godt klar over, at det er problematisk hvorvidt
en stikprove bestdeende af to klasser p&d Gladsakse Gymnasium kan siges at veere
repraesentativ for en population og i givet fald hvilken population. De bliver enige om
at stikpreven kan siges at vare repraesentativ for populationen bestdende af Storkpben-
havns gymnasieungdom.

De bliver ogsa enige om at den rgde blok omfatter Socialdemokraterne, Socialistisk
Folkepart, Enhedslisten og de Radikale, mens den bld blok omfatter resten af partierne.

De beslutter at teste nulhypotesen Hy, ifplge hvilken en eventuelt forskel mellem de to
kon alene skyldes de uundgdelige tilfeeldige udsving i en sadan stikprgve, dvs. Rasmus
hypotese. Sidsels hypotese repraesenterer til gengald den alternative hypotese H,, at
der rent faktisk er en systematisk forskel mellem holdningerne hos de to kgn (og mere
pracist, at pigerne faktisk er mere venstreorienterede, men i forste omgang altsé blot, at
den politiske holdning rent faktisk i et eller andet omfang athaenger af konnet). Herefter
gar Sidsel ud og uddeler spergeskemaerne hos de to klasser og vender en halv time
senere tilbage med resultatet af undersogelsen.

Vi formulerer denne

(Nub-hypotese Ho: En halv time senere...
"Gymnasiets drenge og piger

stemmer lige venstreorienteret"
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Der var 60 elever i skole i de to klasser bestdende af 35 piger og 25 drenge. Stemmerne
fordelte sig med 33 stemmer pé den rade blok og 27 stemmer pa den blé blok. Endelig
var der 25 rgde piger, dvs. af de 35 piger stemte de 25 pa den rede blok.

Dette er vores observation, der nu skal bruges til at afgere om vi kan forkaste nulhypo-
tesen. De starter derfor med at udregne det forventede antal piger pa baggrund af nul-
hypotesen. Ifalge nulhypotesen er der ingen forskel pd de to ken og de folger derfor det
samme menster, ifelge hvilket 33 ud af 60 stemmer gér til den rade blok, dvs. den rede
blok udger 33/60 af alle stemmerne. Da der er 35 piger vil det forventede antal rade
piger derfor vaere

£~35=19.25
60

rede piger. Da det er et forventet antal, behaver det ikke at veere et helt antal. Det angi-
ver blot en gennemsnitsveerdi for de rede piger, hvis der gentagne gange udtrackkes en
tilfeeldig stikpreve bestdende af 60 elever fra Storkebenhavns Gymnasieungdom.

Men vi observerede 25 rede piger i vores stikprove, sé spergsmalet er nu om det er
tilstrekkeligt mange til at det ikke leengere er rimeligt at forklare forskellen alene som
et resultat af de tilfeeldige udsving i stikpreven, hvor nulhypotesen ber forkastes.

Simulering af nulhypotesen

For at afgere det ma vi undersege, hvor nemt det er at finde 25 rede piger i en tilfeeldig
stikpreve af samme slags som den foretagne. Rasmus og Sidsel bliver derfor enige om
en simuleringstest, som de udferer meget snedigt ved hjlp af spillekort.

Rasmus féar udleveret et sat spillekort med 33 rede kort og 27 sorte kort, der repraesen-
terer elevernes holdning med rade kort herende til den rade blok og sorte kort herende
til den blé blok. Sidsel far tilsvarende udleveret 35 rade kort og 25 sorte kort, der re-
prasenterer elevernes kon med de rede kort som piger og de sorte kort som drenge.

De blander nu kortene grundigt, sa enhver korrespondance mellem ken og holdnng
bliver brudt, dvs. de blandede kort reprasenterer nulhypotesen. De skiftes da til at
leegge et kort frem for sig: Hvis begge kortene er rade svarer det til en pige, der stem-
mer pé red blok. Nar de er feerdige med at leegge de 60 kort frem foran sig har de sam-
tidigt talt, hvor mange gange der blev lagt rede kort frem fra begge sider, dvs. hvor
mange rade piger, der var i den tilfeeldige udtraekning. Det er denne simulering af
nulhypotesen vi nu flytter over pa comptueren ©

Vi starter derfor med at bne et Lister og regneark-varksted og oprette to lister, en for
holdning bestiende af 33 celler med teksten "Read” og 27 celler med teksten ”BI&”, og
en for ken med 35 celler med teksten ”Pige” og 25 celler med teksten ”Dreng”. Disse
to lister repraesenterer nu de to kortspil, som udleveres til Rasmus henholdsvis Sidsel.
Vi blander derefter kortspillene godt og grundigt ved hjelp af en RandSamp-komman-
do, hvor vi denne gang treekker uden tilbageleegning, dvs. de blandede lister bestar af
precis de samme kort, men denne gang i en tilfeldig reekkefolge:
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# ~ holdning E ken C

D E F €] € A holdning € ken |C bland_holdning D bland_ken

=randsamp(holdning,60,1)|=randsamp(ken,60,1)

Dreng

Dreng

Pige

Pige

Pige

Pige

Dreng

Dreng

wlm|~N|o|w | &[wlMn]| =

Dreng

= 110 Piae =

0] | [ — 153]

A7.433| 'Red"

D bla1|d7k9n::randsamp(kan,w, 1)

Vi opretter et grupperet sgjlediagram i ct Diagram og Statistik-vindue (forst afsat-
tes bland_holdning, derefter hajreklikkes i x-aksefeltet og der vaelges Opdel kategori
efter variabel, her bland_ken). I dette tilfeelde fangede vi altsa 22 rede piger.

A4 C bland_ken Jblandfkem
M Dreng
ng,60,1) =randsamp(ken,60.1) 28-{m Pige
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M
)
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jua}
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s

Dreng
Pige 204
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22 (66.7%) e Pige
af 33 er Red
[l

(14271 51.9%

Frekvens
>
!
(13/27)48.1%

Pige
Pige 127
Dreng

Dreng

Dreng

sle|le|vw|la|uv|e|w|lw|-—

Piae 0
Cijm— 10l Bl& Rerd

D bla1|d7k9n::randsamp(kan,w, 1) bland_heldning / bland_ken

Desverre kan vi ikke laegge en overligger ind pé 25, fordi der ikke er tale om histo-
gram men et sgjlediagram. S& man skal vaere lidt mere omhyggelig for at tjekke om et
udfald er skeevt, dvs. fanger mindst 25 rade piger.

Proto-test og signifikansniveau

Vi er nu naesten klar til at udfere en forste primitiv test, en proto-test, for at teste nul-
hypotesens troverdighed. Men for vi udferer proto-testen skal vi igen veelge et signifi-
kansniveau. Vi holder fast i de 5%.

Sandsynligheden for at fé et skeevt udfald (mindst 25 rede piger), nar man udsperger 60
elever med en tilfeldig kobling mellem holdning og ken (nulhypotesen) kaldes p-
veerdien.

Hvis p-vardien falder under signifikansniveauet pa 5%, dvs. hvis de skave udfald fo-
rekommer i feerre end hver tyvende preverunde, regnes nulhypotesen for sé utrovaerdig,
at den forkastes. For at danne os et sken over p-verdien kan vi derfor starte med at
udfere simuleringen 20 gange. Hvis der ikke forekommer et eneste skavt udfald, tyder
det pé at p-vaerdien ligger under 5%, hvorfor nulhypotesen mé forkastes. Hvis der om-
vendt forekommer et eller flere skave udfald, tyder det pa at p-vaerdien ligger over 5%,
hvorfor vi ikke kan forkaste nulhypotesen, der derfor ind til videre star til troende ©

Vi gentager derfor simuleringen 20 gange (ved at taste CTRL/CMD R, CTRL/CMD .) og
tjekker om vi ’rammer overliggeren’ for de rade piger ©
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Som det ses, lykkedes det ikke en eneste gang for de rede piger at ramme ’overligge-
ren’. Der var altsa ingen skave udfald i vores proto-test. Skennet for p-verdien er der-
for, at p-vaerdien ligger under 5%, hvorfor det ser ud til at vi ma forkaste nulhypotesen.

Men 20 simuleringer er selvfalgelig et spinkelt grundlag at drage vidtrekkende kon-
klusioner pa4 ©. Sa vi ser nu p&, hvordan vi kan sette antallet af simuleringer i vejret pa
en systematisk méade.

Testvaerdi og datafangst med LUA-kommandoen capture

Vi har hidtil forladt os pa en visuel afgerelse af om et udfald er skaevt. Vi vil nu ogsé
regne pé sagen: Vi skal da forst indfere en formel, der teeller antallet af rede piger, som
er den testveerdi, der skal bruges til at afgere om en simulering giver anledning til et
skeevt udfald, dvs. et udfald, hvor antallet af rede piger er mindst 25. Da vi skal telle
samtidigt i to lister, skal vi veere lidt mere omhyggelige denne gang. Det er ikke nok at
bruge en countlf-kommando. I stedet opretter vi en liste rode_piger, der ved hjelp af
ifFn-kommandoen

rgde_piger :=ifFn('bland_holdning ="Red" and 'bland_ken ="Pige",1,0)

tiekker raekke for reekke, om der star "Red” i den forste liste og “Pige” i den anden
liste. I givet fald noteres et 1-tal (gevinst), ellers noteres et 0-tal (nitte). Antallet af rade
piger er da netop summen af denne liste. Som det ses er der overensstemmelse mellem
opteellingen som beregning og den grafiske opteelling.

# [ bland_holdning |° bland_ken |E rede_piger |F B | ® ide_piger |F = Jb.mgdfkf’”
reng

= =randsamp(holdn|=randsamp(kq=iffn(bland_ho = n(bland_ho 28l Pige <
1 Red Dreng 1|antal rede piger = 1 1|antal rede piger = - é
2 3l1a Pige 0 20 || 2 0 20| 2 g
3 Rad Dreng 0 3 0 09 o A 5 o

- o S = @
4 Red Pige 1 4 1 2el 02 P

- =) Q

5313 Pige 0 5 0 £ g a
6 3la Pige 0 6 0 124 g
7 Red Pige 0 7 0 g
5 3la Pige 0 8 0
s 313 Pige 1 9 1 4
10314 Pie 1 = |10 1 S,
[ —— 151 | [ — 5] 0 ;
Elmdeyiger::iffn(blandfholdning:"Puad" and bland_ken="Pige",1,0) F?lantalfmdeﬁpiger::sum(mdeﬁpig' bland_holdning / bland_ken

Vi kan nu opsamle antallet af rede piger ved at gemme dem som en variabel, dvs. vi
omskriver celleformlen til

antal_rgde_piger = sum('rgde_piger)

Antal rede piger er nu lagret som en variabel. Lag specielt maerke til, at tallet nu skri-
ves 1 fed for at markere, at det er lagret som en variabel.
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En datafangst med
capture-kommandoen
overvéger en variabel i
variabelregistret. En
automatisk datafangst
registrerer hver gang
variabel skifter veerdi.
En manuel datafangst
registrerer variablens
verdi nar datafangsten
udleses med
CTRL/CMD punktum.

7: Hypotesetest

Vi kan derfor udfere en datafangst ved hjeelp af LUA-kommandoen capture. Det er
samme teknik, som vi allerede har beskrevet i kapitel 6 om sandsynlighedsregning. Vi
opretter derfor en ny sgjle kaldet maling, og veelger den falgende kommando i Data-
menuen

A e
@ 1:Handlinger 4
D 2
S5 2ndsat v malng
Data 1:Opret talfglge
E 4:Statistik k T:Automatisk
i 2:M It
|’_| S:Funktionstabel *
4:Ryd Data
S:TilfzIdigt b

&:Listematematilk 4
7:Liste operationer 4
&:Kombinationsdiagram

9:Hurtiggraf

Her valger vi en Manuel datafangst, da antallet af rade piger jo ikke nedvendigvis
skifter veerdi, bare fordi vi udferer en ny simulering. Resultatet er den felgende formel

T 327 o 32
®|[F G malmg Hy bland_kan ®|F G ma[mg Hy bland_ken
M Dreng M Dreng
= =capture('a 28 M Pige - = =capture('a 25| Pige -
- & - g
1 |antal rede piger = e 2 1 |antal rede piger = 20 e 2
: 20 = 2 |2 20 - a
2 . 8 © . 8
3 204 o B g 3 204 o B g
4 5 § ] i 4 g § ) A
Z 164 v o T I &
%1 & T o i1 & 2 &
: Lo4d 2 g . 2
= ; d

)
L

w

10

Gl miling: :c'rzpmre('antalfmde _piger, 0

4 A 44
oS ) 10 o Ll
bl Bl Rad L — bl Bla Rod
ci[=20

bland_heldning / bland_kan bland_heldning / bland_kan

Obs
Capture-kommandoen
virker kun i Lister og
regneark-varkstedet.
Det er jo netop ikke en
matematik-kommando,
men en LUA-komman-
do. Derimod virker ud-
lgsningskommandoen
CTRL/CMD . fra ecthvert
veerksted.

Obs

Husk at sté i Lister og
regneark-verkstedet,
for det er kun her at
CTRL/CMD R udleser
en genberegning af
regnearket og dermed
en ny simulering.

Laeg meerke til, at capture-kommandoen stér i kursiv — det er netop ikke en matematik-
kommando, men en LUA-kommando. Inde i denne capture-kommando skal du nu
angive hvilken variabel vi skal fange, her variablen antal_rede_piger. Endelig er der
en parameter 0, der forteeller LUA-proceduren, at der er tale om en mauel datafangst.

Laeg ogsa merke til, at der i forste omgang slet ikke sker noget! Men det er jo fordi der
er tale om en manuel datafangst, dvs. vi skal selv udlgse datafangsten. Det sker ved at
taste CTRL/CMD . (Kontrol Punktum). Det er ligegyldigt, hvor vi befinder os, nar vi
taster CTRL/CMD . — den manuelle datafangst udleses altid af denne taste-kombination,
ogsé selvom vi befinder os i et helt andet verksted.

Nu skete der s& endeligt noget! Vi har fanget antallet af red piger i forste simulering ©

Sa skal vi holde tungen lige i munden. Vi skal nu stille os i Lister og regneark-
vaerkstedet og skiftetvis taste CTRL/CMD R for at udfere en ny simulering henholdsvis
CTRL/CMD . for at udlese en ny datafangst!

Det kan godt lyde lidt indviklet men med lidt evelse kan man fx holde CTRL/CMD-
tasten ned med venstre hdnd, mens man med hgjre hand skiftevis taster R henholdsvis
Punktum.

Resultatet af de forste 10 simuleringer kan fx se saledes ud:
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- -
® G malin bland_ken | . = ®r = malin -l bland_ken ¢ . =
2 - n W Dreng > % 3 g . " W Dreng 3 % =

= =capture( a‘ w 30 Pige ] =2 = =capture(a | » 30{M Pige 2 it

i : Bg g 3 - g H R
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Inden vi gér i gang med at lave datafangst i sterre omfang vil vi lige klargere datafang-
sten, sd vi dels kan se hvor mange malinger vi har foretaget, dels kan folge opbygnin-
gen af fordelingen for disse malinger.

Antallet af malinger fanger vi med celleformlen

= count('maling)

Visualiseringen af fordelingen klarer vi ved at oprette et nyt Diagram og statistik-
vindue diagramtype til et prikdiagram for variablen maling.

Vi er sa klar til at danse med fingrene, idet vi forst taster CTRL/CMD R og derefter

taster CTRL/CMD punktum.

Vi viser forst resultatet af de forste 100 malinger, derefter resultatet af de forste 1000

malinger.

Der tegner sig da et menster, hvor det hyppigste udfald som forventet er 19 rede piger.
Men der er ogsé en hel del udfald med fra 15 til 24 rede piger og faktisk ogsé et enkelt
skeevt udfald med 25 rede piger (og tilsvarende et enkelt med 13 rade piger i den anden

hale).
®F Cmaling | bland_ken | i £
M Dreng ) ES N

= =capture('a 2 20{m Piie r: % @

1 |antal rede piger =.. 20 % S % g g

2 19 210|151 £ e

2 |Antal malinger = 17 . l
4 100 19 0- Bla Red

5 17 bland_holdning / bland_kan

5 18 :é
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‘G4|:19 1314151617181%%1 22 23 2425 26 24
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= =capture('a @ 30 M Pige & 3
© P —~ 5zl
1 |antal rede piger =.. 20 % § § a -
2 21 21| " 151 i S -
g
3 |Antal malinger = 17 . . . g
4 1000 19 0- Bla Red
5 17 bland_holdning / bland_ken
B 18| 2
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| oFallll
1\|O | 1”&|E o o ' l "I

Fﬁl
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Vi kan danne os et bedre indtryk af fordelingen ved at skifte diagramtype til et histo-
gram eller et sgjlediagram (hvor vi s& mé tvinge mélingen til at veere en kategorisk
variabel). I det sidste tilfeelde kan vi s ogsa sla Vis alle etiketter til.

I vores tilfaelde ser vi da, at et sken over p-vardien er givet ved

p=1/1000=0.1%

Sidsel far altsé ret: Vi er nadt til at forkaste nulhypotesen om at der ingen sammen-
hang er mellem politisk holdning og velgerens ken.
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Det ville vaere rart hvis man kunne flytte malingen over pa en automatisk datafangst,
der er meget nemmere at udfere i praksis. Vi har da det problem, at hvis malingen
gentager sin verdi, registreres den ikke automatisk. Der findes snedige tricks til at
omga dette problem, men de er netop snedige og vi vil derfor ikke gennemgé dem i
denne eksempelsamlingen. Men der findes fx et hafte om Statistik med TI-Nspire
CAS, hvor man kan finde detaljerne.

Avanceret datafangst med sekvens-kommandoer*

Vi vil nu se pd mulighederne for at udfere datafangsten i ét hug, dvs. udregne antallet
af rede piger for 1000 simuleringer og opbygge en liste med de fundne verdier i ét
hug, i stedet for trinvis, som vi sa det med LUA-kommandoen capture. Hertil bruges
sekvenskommandoen, der frembringer en talfelge ud fra et udtryk

seq(udtryk,indeks, startveerdi, slutveerdi)

Vi gér frem ligesom for: Forst oprettede vi lister over valgernes holdning og ken. Der-
naest omrorte vi listerne ved hjelp af RandSamp-kommandoen (dvs. vi blandede kor-
tene, sd enhver sammenhang mellem holdning og ken i de to lister bliver brudt). Den-
ne kommando er helt central i sekvenskommandoen, da det er den, der styrer dynamik-
ken og skal sikre, at vi far et nyt antal seksere i hver simulering. Endelig benyttede vi
en sum(ifFN)-kommando til at finde antallet af rad piger i de blandede lister. I forste
omgang tester vi nu vores sekvens-kommando ved blot at opsamle 10 vardier:

Farst henter vi de to lister
holdning
4 { "Fad","Red","Red","Rad","Red", "Fad", "Red ", "Red", "Red ", "Rad", "Rad", "Rad", "Rad
ken
*{"Pige","Pige","Pige","Pige","Pige","Pige","Pige","Pige","Pige","Pige","Pige","Pige","Pi
S3a opstiller vi de to formler til udregninge af de blandede lister
randSamp(holdning, 60, 1)
] { "Rad","BlA","Red","Red","Bla", "Red", "Red","Red","BI4","BlA", "Red ", "Rad", "Rad", "
randSamp(kan, 60, 1) N
5 { "Pige","Fige", "Pige", "Pige","Dreng","Dreng", "Pige", "Pige", "Pige", "Pige","Dreng ", " Dire:
Sé identificerer vi de rede piger med fFn—-kommandoenog tzeller dem med sum-kommandoer
sum{:ian{r'andSamp(holdrﬁng,60, 1)="Red" and randSamp(ken, 60, 1)="Pige",1,o}} 20
Endelig opbygger vi talfelgen ved hjzelp af sekvebs—kommandoen
seq(sum {:ian{r'andSamp(huldIﬁng, 60,1)="Red" and randSamp(ken, 60, 1)="Pige", 1, o}},x, 1, 10]
» 419,15,21,20,17,15,17,20,22,18 }

]
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Som det kan ses virker seq-kommandoen! Hvis man indskriver den direkte i ét hug
inde i fx et Lister og regneark-vearksted, skal man vare meget forsigtig med
parenteserne, da det udtryk, der frembringer talfolgen, er sammensat af flere lag:

seq[

sum

N\

ian(|randSamp(holdning,lO,l) ="Red" and randSamp(kegn, 60,1) = "Pige",1,0|) j ,x,l,lOJ

De yderste lag bestér af teelle-kommandoen, mens det inderste lag bestar af stikprove-
kommandoen.

Men nér forst det virker kan vi jo roligt navngive listen datafangst og satte antallet af
gentagelser op til 1000:

datafangst: =seq[:count1f {rand.Samp (p opulation, 2 4}, 6},x, 1, 1000:}
. {4,4,4,3,3,1,2,3,3,4,4,3,2,5,3,41?592526?49424234552 1,0,4,5,5,6,4,45,1,6,6,4

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

Denne gang gar der et lille gjeblik for vi har hentet de 1000 mélinger! For at kunne
overskue dem kan vi derefter afbilde dem i et Diagrammer og Statistik-varksted
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I begge tilfzlde ser vi da igen, at sandsynligheden for at fa et skaevt udfald er langt
under 5%. Denne gang er vores sken over p-vaerdien baseret pd 1000 gentagne simu-
leringer givet ved 0.2%.

Sandsynligheden for at finde mindst 25 rede piger synes altsé stadig at ligge langt
under signifikansniveauet, hvorfor nulhypotesen forkastes som utroverdig og Sidsel
far ret!

Man kan synes det er lidt kompliceret med de indpakkede sekvenskommandoer. Hvis
man kender lidt til programmering er det da ogsa muligt at oprette en brugerdefineret
funktion, med en langt mere overskuelig opbygning. Men i dette hafte vil vi ikke
komme narmere ind pa programmering med TI-Nspire CAS. Det kan man i stedet lase
mere om i et serskilt hafte om Programmering med TI-Nspire CAS.

Uafhaengighed som y2-test

Vi slutter vores diskussion af de venstreorenterede piger med at vise hvordan hypotese-
testen kan handteres som et y-test. Vi skal da have adgang til en samlet tabel over de
observerede vaerdier. Vi skal altsé ikke blot telle de rede piger, men ogsa de bla piger
og tilsvarende for de rede drenge og de bla drenge. Da vi kender det samlede antal
drenge/piger og tilsvarende de samlede antal stemmer pa red blok/bla blok er det
imidlertid nemt at finde disse manglende vardier. Forst viser vi tabellen over de
oplyste veerdier. Ved at udnytte kendskab til summerne kan vi nu nemt udfylde resten

(tabellen har kun én frihedsgrad, da antallet af rede piger fastleegger resten!)
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A B c D E F A B c D E F
1 |Holdning\Ken Pige Dreng | alt 1 |Holdning\Ken Pige Dreng | alt

2 |Red 25 33 2 |Red 25 33

3 Bla 27 3 Bla 27

4] alt 35 25 60 4] alt 35 25 60

5 5

5 5

7 7

8 8

9 9

e o e .
7] c6

Derneest viser vi den afsluttede tabel. Til sidst flytter vi tabellen op over stregen, sé
sgjlerne bliver navngivene variable.

® B C D E pige F dreng
= =b2:b3 |=c2:c3

1 pldning\K@n | alt 25 8
2 od 25 33 10 17
4 alt 35 25 60
5 x*-uafheengighedstest - - ﬁ

7 Observeret matrix: IE{pige,dreng}| - |

1. resultat kolonne: Ig[] |

P& basis af tabellen over de observerede verdier kan vi nu udfere en uafhaengigheds-
test som vist. Denne gang far vi dog ikke tilbudt en grafisk illustration af testen:

* E pige Fdreng |& H
= =b2:b3 |=c2:c3 =x*2way({pige,dreng}): q
1 25 8|Titel x?>—uafhaengighedstest
2| 33 10 17|x2 9.16017
327 PVal 0.002473
4 60 df 1.
5 ExpMatrix [[19.25,15.75][13.75,1..
6 CompMatrix [[1.7175324675325,2.0...
7
8
9
D0 ﬂlf
H| :x22way( pige,dreng ): CopyVar Stat., Statl.

Igen ligger p-vaerdien langt lavere end signifikansverdien, hvorfor det er oplagt at
nulhypotesen ma forkastes: Den observerede fordeling ligger for langt fra den
forventede forventede fordeling, til at nulhyptesen kan opretholde sin troverdighed.
Rasmus taber og Sidsel vinder ©
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Tip

Pa en MAC kan man
fx hente krollede og
kantede parenteser i
tegnoversigten i
venstre sidepanel.

Tip

Der findes skabeloner
for 2-dimensionale
reekkevektorer

[oc]

og 2-dimensionale
sojlevektorer

&l

Men 3-dimensionale
raekke- og sejle-
vektorer kraever
tabelskabelonen

[

Obs

I den enkelte klasse
kan man selvfolgelig
treeffe et andet valg,
men man skal da
vaere opmerksom pa
at enkelte formler i
det folgende skal
skrives pa en lidt
anden made, dvs.
resten af kapitlet skal
i givet fald ’transpo-
neres’ til den anden
vektortype.

Vektorer og rumgeometri

TI-Nspire CAS héndterer vektorer via deres koordinater og understetter tre forskellige
mader at notere vektorer pa: Som liste-vektorer og som matrix-vektorer, hvor matrix-
vektorerne igen findes i to typer: som rekke-vektorer og som sgjle-vektorer. Desvearre
handteres de ikke fuldsteendigt parallelt, s man er nedt til at treeffe et valg om hvilken
type, der skal vere den foretrukne.

Vektornotationer: Liste-, rekke- og sgjle-vektorer

Traditionelt indskrives liste-vektorer med krgllede parenteser, fx
w={123}+>{123}
Tilsvarende skrives reekke-vektorer med kantede parenteser, hvor koordinaterne adskil-
les af komma, dvs.
vi=[1,2,3]
der omformes til
vi=[1 2 3]+[1 2 2]
Lag merke til, at sa snart man har tastet ENTER forsvinder kommaerne.

Endelig skrives sgjlevektorer med kantede parenteser, hvor koordinaterne adskilles af
semikolon, dvs.

.w:=|:1; 2;3]
der omformes til
1 1
w.= 2 . 2
3 3

Laeg igen merke til, at sd snart man har tastet ENTER forsvinder semikolonnerne.

Regning med vektorer

Vi vil nu se nermere pa hvordan TI-Nspire CAS héndterer regning med vektorer. Vi er
da nadt til at treeffe et valg, da vektorer jo kan reprasenteres pa forskellig vis som liste-
vektorer, reekke-vektorer eller som sgjle-vektorer. Hvis man bare vil lere at udfere nogle
simple rutineberegninger med vektorer er det ligegyldigt hvilken af disse man anvender.
Der er da fx en udbredt tradition for at anvende sgjlevektorer. Men om man skriver vek-
torers koordinater vandret eller lodret er selvfelgelig blot en konvention uden egentligt
matematisk indhold.

I samme gjeblik man ensker at handtere vektorer dynamisk, interaktivt og i forskellige
veerksteder er der imidlertid stor forskel, idet listevektorer er langt mere fleksible at ar-
bejde med end matrix-vektorer, dvs. reekke- og sgjle-vektorer. Vi har derfor valgt i det
folgende at gennemga brugen af liste-vektorer. Under alle omstendigheder er det ikke
anbefalelsesverdigt at sammenblande de tre typer i undervisningen, s man sommetider
anvender den ene, sommetider den anden ©

I TI-Nspire CAS skelner man ikke mellem punkter og vektorer, dvs. man regner pa
punkter, praecis som man regner med vektorer. Teknisk set arbejder man altsd indenfor
en Euklidisk plan med et udvalgt begyndelsespunkt, Origo O, hvorfor man kan identifi-

cere et punkt P med dets stedvektor OP . Vi kan derfor tillade os at skrive forbindelses-
vektoren mellem to punkter P og Q séledes

PO=00-0P=0Q-P
Og det er sadan vi vil regne med vektorer defineret ud fra punkter.
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8: Vektorer og rumgeometri

Vi skal nu vaere opmaerksomme pa, at TI-Nspire CAS ikke understeatter vektorpile inde i
matematikfelterne. Men man kan sagtens satte vektorpile udenfor matematikfelterne i
den almindelige tekst. Hertil bruges vektorskabelonen fra veerktgjsmenuen Indszet

3: Indsezet » 3: Specialtegn » 7: Vektor

A .

2#)= 1:Handlinger

m 4:Formater

fz 6:Beregninger

|55 5indstillinger for matematikfelt +

0! - Matematikfelt (CtriM)

2:Kemifelt (Ctri+E)

a=§123}F+-4123}
b={456}% {456}
e=§789%F {750}
ath » {579 }
2b-a- {780}

“a Eb ©plus ©linkemb

='at'b =2*b-'a

crossP(an) . { -3,6,73 }

dotP(ab) » 32

det({ abec }) *0

= kryds

-c}nssp(‘a.'b}.

'3_dotP[a.b}-

6_ 32

'3_det{{a.b.c])‘
1]

1:vinkel Der er givet to punkter P = (1,2,3) 0og Q = (4,5,6).
I 2:Trekant . N
v [ ]4.K0mmentar Vektoren PQ er defineret ved PQ = OQ-0OF = O-F:
3 Cirkel ; .
p={123} {123}
4:Linje ) .
=1 4561456
S:Linjestykke | |3 {45, }[ 1 ,:;,o,
&:Halvlinje PE=97P " 12235
—_—
Vektoren PQ far altsa koordinaterne (3,3,3).|

Da TI-Nspire CAS heller ikke skelner mellem sma og store bogstaver er det altsé i den
ledsagende tekst, det tydeliggeres, hvad der er punkter, og hvad der er vektorer. Selvfel-
gelig er der nogle konventioner, hvor fx bogstaverne P og Q traditionelt star for punkter,
mens bogstaverne u, v og w traditionelt star for vektorer (og som vi skal se senere, er vi
ikke altid glade for bogstavet u, der er reserveret til parameterfremstillinger i rummet).
Men i mange sammenhange er det naturligt at bruge fx bogstaverne a, b, c og d, og sa er
det knap sa klart om der er tale om punkter eller vektorer. Sa fx bogstavet a kan bade sta

for punktet A og vektoren a . Man kan da fx udvide navnet, sa det er klart man har med
en vektor at gore, fx ved at kalde vektoren for vektor_a.

Med disse forhold bragt pa plads kan vi nu se pa, hvordan TI-Nspire CAS understotter
regneoperationer for vektorer.

Det er helt trivielt at leegge vektorer sammen eller trekke dem fra hinanden.
Det er ogsé trivielt at gange en vektor med et tal (skalar).

Nér det kommer til produkter med vektorer er det mere kompliceret: De to typer produk-

ter, skalarproduktet ash og vektorproduktet lel;, repraesenteres af specialkommando-
erne DotP for prikprodukt (dvs. skalarproduktet) og CrossP for krydsproduktet (dvs.
vektorproduktet).

Dertil kommer diverse matrix-operationer, sdsom leengder, determinanter og lignende.
Her skal man vaere opmarksom pé at matrix-operationer ikke umiddelbart understotter
liste-vektorer. Disse mé forst omdannes til matrix-vektorer. Det er heldigvis meget sim-
pelt, idet en matrix ikke er andet end en liste af lister.

Man omdanner derfor en liste-vektor til en matrix-vektor ved at satte et ekstra szt krol-
lede parenteser, dvs. ved at skrive {a} i stedet for blot a. Tilsvarende omdannes et par af
vektorer a,b til en matrix ved at satte krollede parenteser uden om, dvs. ved at skrive
{a,b} i stedet for blot a,b osv.

Regneoperationerne kan bekvemt samles i folgende skema
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8: Vektorer og rumgeometri

Her er de grenne regneoperationer vektor-kommandoer (der virker pa alle tre reprasen-
tationer af vektorerne).

De bla regneoperationer er matrix-kommandoer tillempet liste-vektorer (og som de stér i
skemaet virker de altsa kun pa liste-vektorer, der efterfolgende er pakket ind i krollede
parenteser, s& de fremstar som matricer).

Endelig er de rade regneoperationer anfort som formler, da TI-Nspire CAS ikke under-

stotter disse regneoperationer med indbyggede kommandoer.

Aa [Bb [Cc

a b Ci

az b C2

as bs Cz

O plus E mihus

='a+'b [='a-'b

arth: |ai—b:

axtb: |a:—b:

astbs |as—bs

F skalar G produkt

=skalar*'a
k*a,
k*a

k*as

Skalarprodukt
dotP(a,b)

a*bi+a-*b-+as*b-

I krydsprodukt

=crossp('a,'b)
a:*bs—as*b.
as*bi—a*bs

ar*b2—ax*b:

Laengde

norm({a})
y (ai"2+a:"2+a:"2)

Determinant

det({a,b,c})

a|*(b2*C3—b3*Cz)—az*...

I tvaervektor
={~a[2]."a[1]}

Taz

an

M projektion

=dotp(‘a.'b)/(dotp('b,'b))*'b

(/b +a:"ba+a:"hs)*bu (b

(a:*bi+a:"b:+as"bs)*baA(b ..
(ar*bi+a:*ba+ar*bs) bl (b,

Regnearket er
symbolsk ©

Beskrivelse Notation Type Kommentar
Summen af to a+b= Vel
= = ektor
vektorer @ +b {a,+b,a,+b,,a,+b,}
Differensen af to a-b= Vel
= = ektor
vektorer a —b {a,-b,a,—b,,a,—b;}
Produktet af en vek- k-a= Vek
1
tor med er_lskalar {k-a,k-a,k-a} S
k-a
Skalarproduktet af to dotP(a,b)=
= = Skalar
vektorer asb a,-b+a,-b,+a,- b,
Vektorproduktet af crossP(a,b)= I 2-dimensioner er
= = Vektor | vektorproduktet 3-
to vektorer aXb {a;,b, —ab,, a,b, —ab,,a,b, —a,b,} dimensionalt!
Laengden af norm({ a}) = Matrix-
K = > > > Skalar | kommando: Husk
en vektor | 4| \a” +a, +a, krollet parentes!
Deten.ninan.ten af det( {a’ b}) =
to 2-dimensionale Skal
- A alar
vektorer det(a,b) 4-b,—a, b Matrix-
det({a,b,c})= kommando: Husk
Determinanten af tre b b b krellet parentes!
3-dimensionale vek- Doty SR LG FFEE, — Skalar
torer det(a, b, c) abyc, —a,bic; —abyc
Tvervektoren til en Findes ikke som
~ {—3[2],3[1]} de kommando i TI-
2-d vektor a vektor Nspire CAS!
el ion Ef dotP(a,b) Findes ikke som
en vektor a ————b Vektor kommando i TI-
. = dotP(b,b) Nspire CAS!
pa en vektor b
Vinklen mellem r dotP(a,b) Findes ikke som
cos Vinkel kommando i TI-

to vektorer a og b

norm({a})-norm({b})

Nspire CAS!
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8: Vektorer og rumgeometri

Med regneoperationerne pé plads er vi nu endelig klar til at lase opgaver ©

Opgave 1: Statisk

I et koordinatsystem i rummet er der givet 3 vektorer

1
a=|2|, b=|-1], ¢
3

2

-1

a) Bestem et gradtal for vinklen mellem a og b.

b) Bestem koordinatszttet til projektionen af a pa c.

¢) Bestem tallene s og 7, saledes at vektoren

d=a+s-b+t-c

star vinkelret pa bade b og Z‘, og angiv koordinaterne for d.

Opgaven loses i et Note-varksted. Det kan ske pa flere méder. Den simpleste er at ar-
bejde statisk, dvs. omhyggeligt kopiere og indsette undervejs. Det kan fx se siledes ud,

hvor vi har skiftet til fuld skerm og arbejder med noter i to spalter:

Opgave i vektorregning

X - = -
Forst defineres de tre vektorer a, b og c:

a={123} » {123} b={2-12} - {2712}

e=3-123} » {-1.23}

a) Vinklen v mellem de to vektorer ; og B findes (hvor

der arbejdes i grader):
dotP(a,b)

V:_COSI( norm({ a })- norm({ b })

. . — - -
b) Projektionen a. af vektoren a pa vektoren ¢
bestemmes:

B dotP(a,c) .

T dotP(c,c) -

- -
Projgktionen af vektoren a pad vektoren c er altsa givet

[ -6
7
12 ||
7
18

7

<
D
(ol

-

c) Farst defineres vektoren d:

di=ats birc» {205 111512 12,2 543713 §
- - >

Vektoren d skal sta vinkelret pd savel b som c:

dotP(d,b)=0 » 9+ s+2+ #6=0

dotP(d,c)=0 » 2- s+14- #12-0

Vi skal altsa lese ligningssystemet

9- 5+2- H6=0 2-s+14- #12=0 l

-
Vektoren d har altsd koordinaterne

Det gores ved solvekommandoen

({9- $+2¢ £+6=0
solve

-30 -48
5.t » s=— and =——
2+ s+14- H#12=0 61 61

_ -30 -48
Tallene s og t er altsd givet vedjs=—— og =—.
61 61

-
Disse indsttes i udtrykket for vektoren 4 :

-30 -48 49 56 -21
ds=——andt=—+» § —,—,—

61 61 61 61 61
49

61
56

61
-21

61

Svagheden ved en statisk losning er selvfelgelig at hvis vi har lavet en indtastningsfejl
undervejs, skal vi tilbage og ikke bare rette indtastningsfejlen, men ogsé kopiere og ind-
sette undervejs 1 hele besvarelsen, s den opdateres korrekt. P4 den ovenstiende figur
har vi med radt markeret de steder, hvor man bare har kopieret og indsat eller hvor man
selv skrevet svarene. Fx er sgjlevektorerne skrevet direkte i *hdnden’ i en skabelon.
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En dynamisk interak-
tiv bevarelse kraever
fortrolighed med
vektorer som data-
strukturer. Det kan du
leese mere om i ap-
pendixet til dette
kapitel.

Opgave i vektorregning

Forst defineres de tre vektorer ;, b ogc

a={123} {123} b={2-12} {212}

e=3-123} » {-1.23}

a) Vinklen v mellem de to vektorer ; og B findes (hvor

der arbejdes i grader):
dotP(a,b)

8: Vektorer og rumgeometri

Opgave 1: Interaktiv*

Det er langt mere udfordrende, men ogsa mere hensigtsmaessigt at oprette besvarelsen sa
den er dynamisk interaktiv fra starten. Eventuelle indtastningsfejl kan da rettes trivielt
hvorefter dokumentet selv retter til. Pa grund af kompleksiteten anbefaler vi dog, at man
venter med at prove kraefter med de dynamisk interaktive besvarelser til man er helt for-
trolig med de statiske mere rutinepraegede besvarelser.

I den venstre sgjle skal man altsé i stedet for selv at skrive 57.7 1 konklusionen for vink-
len skrive kommandoen round(v,1) og derefter skjule input. Tilsvarende skal man skrive
kommandoen {v}' i konklusionen for projektionen og derefter skjule input.

Det bliver straks mere interessant i anden sgjle, hvor beregningen er mere kompliceret
med mellemregninger undervejs, som vi skal sikre os kawder korrekt. Vi er derfor nedt til
at navgive ligningerne eql og eq2, sa vi kan referere til dem i linSolve-kommandoen
(linSolve er en forkortelse af liner solve, dvs. den kan netop anvendes pa lineaere lig-
ningssystemer).

Her har vi valgt linSolve-kommandoen i stedet for Solve-kommandoen, fordi linSolve
afleverer svaret som en liste, der gor det nemt at referere til de enkelte losninger for s og
L.

Det er da vigtigt at gentage nogle af mellemregningerne undervejs, s kommandoerne
ikke bliver for kompakte og svere at aflaese. Fx er linSolve-kommandoen nu meget
kompakt, idet det kun fremgar, at man leser ligningerne eql og eq2, sa det er vigtigt at
disse to ligninger prasenteres tydeligt i den ovenstiende tekst.

Det kan fx se saledes ud:

-
c) Farst defineres vektoren d:

- _
di=ats bHec » § 20 s—HF1 5420 H2,2 s+3+ 143 §

- - >
Vektoren d skal sta vinkelret pd savel b som c:
eql:=dotP(d,b)=0 * 0 s+2+ 1+6=0
eq2:=dotP(d,c)=0 » 2- s+14- #12=0
Vi skal alisa lose det line®re ligningssystem
9. s+2: #+6=0  2:st+14- #+12=0

V:_COSI( norln({ a }) norm({ b })

» 57.6885 .
) Det gares ved linSolvekommandoen

D]

- -
Et gradtal for vinklen mellem de to vektorer a og b er
altsa givet ved 57.7 .

. . - - -
b) Projektionen a, af vektoren a pa vektoren ¢
bestemmes:
6 12 18
c* T T
77 7

B dotP(a,c)
dotP(c,c)
. . d o it o .
Pron‘-.:ktlorjen af vektoren a pa vektoren c er altsa givet
-6
7
12 .
7
18

7

dc:

<
D
[«

-30 48
l(zisning:—lillsolve({ec11 ,s,r) Py —,—
eq2 61 61

) -30 -48
Tallene s og ter altsd givet ved s=—— og =——.
61 61

-
Disse insattes i udtrykket for vektoren d :
dspecier:=d|s=la@snin [1] and r:lﬁsning|:2:|
49 56 21
5 ) il
61 61 61
49
61
56
61
-21

L 61 |

-
Vektoren d har altsa koordinaterne

]

Her har vi med gult markeret alle de steder, hvor vi har skjult input. Foldes de ud, ser det

saledes ud
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8: Vektorer og rumgeometri

Opgave i vektorregning

. - = -
Farst defineres de tre vektorer a, b og ¢

a={123} {123} b={2-12}+{2-12}
e={-1,23}»{-123}

a) Vinklen v mellem de to vektorer ; og -b) findes (hvor
der arbejdes i grader):

V'—cos‘( dotP(a,b)
- 110r111({ a }) 110rm({ b })

- -
Et gradtal for vinklen mellem de to vektorer a og b er
altsa givet ved rOllIld(Ll) » 57.7.

) » 57.6885

. . — - -
b) Projektionen a, af vektoren a pa vektoren ¢
bestemmes:

dotP(a,c) 6 12 18
Ac=————*'Cc * e
dotP(c,c) 7777

- -
Projektionen af vektoren a pa vektoren c er altsa givet
-6

7

ve {a.;}" 121,
7
18

7

-

c) Farst defineres vektoren d-

di=atsebtrc » { 20 s—#r1,-s+20 F2,2¢ 543 13 }
- . - -

Velktoren 4 skal std vinkelret pa sdvel b som c:

eql:=dotP(d,b)=0 * 9- s+2- #6=0

eq2:=dotP(d,c)=0 » 2+ s+14 1+12=0

Vi skal altsa lese det line®re ligningssystem

eql » 9-5+2-#+6=0 eq2 * 2-s+14- #12=0

Det gares ved linSolvekommandoen

-30 -48
ltzfsning:—linSolve({eq1 ,s,f) ry—,—
eq2 61 61

Tallene s og ¢ er altsd givet ved s=lﬁsning|:1:| ros=

48
I:lasning[2:| r =,
61

-

Disse insattes i udirykket for vektoren 4 :

dipecie:=d|s=losnin [1] and Flﬁsning[ﬂ
49 56 -21

» —_— ——

61 61 61

-
Vektoren d har altsa koordinaterne ({ dipecia })' 4

-30
— og
61

49

61
56

61

Man kan selvfolgelig altid diskutere, hvor langt man skal ga i interaktiviteten, men det

sikreste er altsa som vist ogsé at

Opgave 2: Statisk

lade konklusionerne vare interaktive ©.

I et koordinatsystem i rummet er givet et punkt P(5,4,3). To linjer / og m er bestemt ved:

X 8 1
l:]y|=|0|+2z:|0]|, teR

Z 0 1

X 4 1
m:|y|=|-4|+s:|2]|, serR

Z 2 0

a) Bestem en ligning for den plan o, der indeholder P og .

b) Find koordinatsattet til m’s skaeringspunkt med o.

¢) Bestem et gradtal for den spidse vinkel, som m danner med o.

d) Bestem parameterfremstillingen for den linje, der gar gennem P og skerer bade / og

m.

Som for leegger vi ud med en statisk losning, hvor vi omhyggeligt kopierer og indsetter
udtryk undervejs eller skriver svarene direkte (markeret med redt pa figuren):
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8: Vektorer og rumgeometri

Opgave i vektorregning

Farst defineres punktet P:

p={543} {543}

Demaest oprettes parameterfremstillingerne for
linjerne { og m ud fra ankerpunkterne P, og P_ og
retningsvektorerne v, og v
pr—{soo}»-{soo} -—{101}»-{'101}-
pui={4, 42} »{a-42} vm—{120} » {120}

Ii=prtis w1 » '1_ f+8,0,f.j‘ m:=pmts* Vm * '1_ s+4,2 5—4,2 }

a) Vifinder fgrst endnu en retningsvektorﬁot for
planen a:

pPr=prp * 137473}

Ved at krydse den med retningsvektoren for linjen [ fas
nu normalvektoren T?) til planen a:

n::crossP(w,ppn) r { 46,4 }

Planens ligning findes ved indsaettelse af

normalvektorens koordinater n:(a,b,c) og
ankerpunktets koordinater Plz(xoyo,zo)i ligningen

a: (x—xo)+b- (y—y0)+:?° (z—zo):0
4+ (x-8)+6- (y-0)-4: (z 0)=0 » 4-x+6-y 4z 32=0
Planens ligning er altsa givet ved|4- x+6- y—4- 2-32=0.

Opgave 2: Interaktiv*

Opgave i vektorregning

Farst defineres punktet P:

p={543}> {543}

Dernzest oprettes parameterfremstillingerne for
linjerne {og mud fra ankerpunkterne P, og P_ og
retningsvektorerne v, og v_:
p=$800} {800} w={101}"
pm={ 4, 42} v {442} vm—{120}
l=pr+t-wi » { #8,0,1 }

m:=pm+s* Vm * '| s+4,2: 5— 4,2J

a) Vi finder farst endnu en retningsvektor PP for
planen a:

ppr=pp * {343}

Ved at krydse den med retningsvektoren for linjen [ fas
nu normalvektoren 7 til planen a:

n::crossP(w,ppn) 5 { 4.6,74 }

Planens ligning findes

equ: dotP({ xy,z} P, n) 0 » 4 x+6-y—4- z—-32=0

Planens lighing er altsa givet ved 4- x+6- y—4- z—32=0.

b) Koordinatseettet til skaeringspunktet Q mellem linjen
m og planen afindes ved at l@gse ligningssystemet
bestdende af linjens parameterfremstilling og planens
ligning

1

]

<]

6

0

b) Koordinatsttet til skaeringspunktet Q mellem linjen
m og planen cfindes ved at lgse ligningssystemet
bestaende af linjens parameterfremstilling og planens
ligning

x=s5+4

y=2-s5—4

solve XV,Z,8

4 x+6° y—4+ z—32=(
» x=7 and s=3 and y=2 and z=2
Skaringspunktet Q har altsa koordinaternel(? 2 2)'
—)

c) Vi finder gradtallet for vinklen u mellem

-
retningsvektoren v for m og planens normalvektor n
og traekker den fundne vinkel fra 90°:

dotP(vm,n)

u:=90-cos™ » 60.195

110r1n({ Vi }) 110r1n({ n })

d) Den linje k, der gar gennem P og skaerer bade [ og
m, ma ga gennem Q. Vi skal altsa finde en parameter-
fremstilling for linjen gennem P og Q:

kiper (a-p) *

20 £45,4-2+ 131}

eterfremstllllng er altsa givet ved

[ <] Y (> |

x=m|:1:| r x=st4 y=m[2:| =254 z=m|:3:| =2

x:m[l:l
y=m[2]

lesning:=sol
asning:=solve =m|:3:| XV,2,8

equ
» x=7 and s=3 'md y=2 111d =2
q:=m|lesning * | 7,2 _,_J

Skeeringspunktet Q har altsa koordinaterne { 7,2,2 } i

c) Vi finder gradtallet for vinklen u mellem
retningsvektoren v_ for m og planens normalvektor n
og traekker den fundne vinkel fra 90°:
dotP(vm,n)
110r1n({ Vm }) llOI'lIl({ n })

Den spidse vinkel mellem m og o er altsd 60.2.

u:=90—cos™ » 60.195

d) Den linje k, der gar gennem P og skeerer bade [ og
m, ma ga gennem n1's skaeringspunkt Q med o. Vi skal
altsa finde en parameterfremstilling for linjen gennem
PogQ:
k=pt+(q-p) » {2 2131}
En mulig parameterfremstilling er altsa givet ved
x=2'H5
y=4-2-1

z=3—1

5,42




8: Vektorer og rumgeometri

De skjulte kommandoer ser da fx séledes ud:

Opgave i vektorregning

Farst defineres punktet P:

p={543} {543}

Dernaest oprettes parameterfremstillingerne for
linjerne { og mud fra ankerpunkterne P,og P_ og
rethingsvektorerne v, og v_:

p={800} {800} w={101}>{101}
pm=f{4-42} > {442} vm={120} {120}
li=pr+t-w1 + { I+8,0,1‘} M =pPw+5* Vm * { st4.2- 5—4 2 }
a) Vi finder farst endnu en retningsvektorﬁ’: for
planen o

ppr=pp * 13,43}

Ved at krydse den med retningsvektoren for linjen [ fas
nu normalvektoren :-?) til planen o

n::crossP(vl,ppn) E { 46,4 }

Planens ligning findes

equ::dotP({ xV,z }—pn,n):O » 4 x+6° y—4- 7—-32=0
Planens ligning er altsa givet ved

eqo > 4- x+6-y—4-z2-32=0.

b) Koordinatsaettet til skaeringspunktet @ mellem linjen
mog planen a findes ved at lgse ligningssystemet
bestaende af linjens parameterfremstilling og planens

x=m|:1:| > x=s+4 y=m|:2:| »y=2-5—4 z=m[3:| > z=2
x=m|:1:|

y=m[2]

lesning:=sol
esning:=solve :m[3] XV,Z,8

equ
» x=7 and s=3 and y=2 and z=2

q:=m|losning * { 7,2,2 }

Skeeringspunktet Q har koordinaterne

c) Vi finder gradtallet for vinklen u mellem
retningsvektoren v_for mog planens normalvektor n
og traekker den fundne vinkel fra 90°:
dotP(vm,n)
110r1n({ Vm }) norm({ n })
Den spidse vinkel mellem m og ot er altsa
round(g,l) * 60.2.

u:=90—cos™ » 60.195

d) Den linje k, der gar gennem P og skaerer bade [ og
m, ma ga gennem m's skaringspunkt Q med a. Vi skal
altsa finde en parameterfremstilling for linjen gennem
PogQ:
k=p+r(q-p) » {2 542131}
En mulig parameterfremstilling er altsa givet ved

X=2- f+1

Lo () [3 5

Bemeerkning: Vi har i det ovenstadende anvendt planens ligning pé vektorform, dvs.
dotP({x,y,z}—p,,n)=0

i stedet for planens ligning p& den saedvanlige symbolske form
a-(x=x)+b-(y=y,)+c-(z—z))=0.

Det skyldes at det er ret bovlet at substituere veerdier for a, b, ¢, xo, ¥o 0g 2o 1 planens

ligning p4 den symbolske form. Det bliver dermed ogsa ret bavlet at *opgradere’ besva-
relsen til en fuldt interaktiv besvarelse, nar man arbejder med planes ligning pa den sym-

bolske form.
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Tegning af vektorer

8: Vektorer og rumgeometri

Vi ser pa 2-dimensional geometri, hvor vektorer kan tegnes med en geometri-
kommando. Ferst en skematisk oversigt over hvordan man kan handtere de mest almin-
delige regneoperationer geometrisk. De simple regneoperationer udferes typisk som
transformationer, dvs. forskydninger, drejninger, multiplikationer/ligedannetheder osv.
De er noteret med grent. Men koordinater, lengder, determinanter og vinkler findes ved
maélinger. De er noteret med blét.

Operation

Fremgangsmade

Billede

Kommentar

Summen af to
vektorer a+b

Parallelforskydning af
den ene vektor b langs

den anden vektor a

=

b

Krefternes parallelogram!
Kan derfor ogsa konstrueres
som en parallel konstruktionen
med efterfolgende skeerings-
punkt.

Den modsatte
vektor —a

Spejling i et punkt

Kan ogsé udferes som en
multiplikation med skalafakto-
ren —1.

Differensen af to
vektorer a —b

Parallelforskydning af
modsat vektor —b

langs vektor a

Kan ogsa udferes ved at for-

binde b ’s endepunkt med a’s
endepunkt.

Produktet af Multiplikation af k=15 ~] Man kan ogsé overfere pro-
vektor med en vakimEn @ el o---"'f"'"[i} duktet af kog l&ngderl af
skalar k-a skalafaktoren k a vektor a til vektor a
(3.2)
Koo Koordinatvaerkfmj ud Kan ogsé’} konverteres til polae-
Ktor fra punktkoordinater 1 N re koordinater, dvs. langde og
en vektor a til stedvektor IR retningsvinkel.
Laengden af {%} Hoireklik oa vek
a o1 . jreklik pa vektoren og valg
en vektor |a| Maling af lzngden — i malinger.
20
Tvzarvektoren til Drejning af H

en vektor a

vektoren @ med 90°

Hojreklik pa parallelogram og

Determinanten Mialing af arealet af - o
af to vektorer parallelogrammet ° Mgrvaelg m'almier. .
- = = = alingen giver kun den
det(a,b) udspendt af a og b N nul%lerigske veerdi!
Projektion af | vipkelret konstruktion .
en vektor a med efterfalgende .
p4 en vektor b skeringspunkt L"} b
Vinklen mellem N
K - . "/ 62 Malingen giver kun den
to vektorer Miling af vinklen

aogh

numeriske vaerdi!
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Tip:

Tekstfeltet i Geome-
tri-verkstedet under-
stotter ikke vektorpi-
le. Men ved at pakke
navnet ind i en sgjle-
vektor kan man selv
sette en pil gverst og
navnet nederst ved fx
at skrive [—;a] eller
benytte en skabelon.

8: Vektorer og rumgeometri

Lad os se pa nogle eksempler.

Tem

Hvis vi fx har givet en stribe vektorer Zz,B,E og d afsat fra det samme punkt og vi skal

konstruere summen a+b+c+d kan vi ga sledes frem:

Tem

Vi skal have anbragt vektoren b i halen af vektoren a . Vi veaelger derfor parallelfor-
skydning i Transformations-menuen. En parallelforskydning kan nu fastlegges pa to
forskellige mader:

Via to forskydningspunkter: Vi klikker pa start- og slutpunktet for forskydningen (og
derefter pa det objekt, der skal forskydes)

Via én forskydningsvektor: Vi klikker pé forskydningsvektoren (og derefter pa det ob-
jekt, der skal forskydes).

I dette tilfaelde er det mest bekvemt at bruge to forskydningspunkter: For at afsatte vek-
tor b ihalen pa vektor a velger vi derfor parallelforskydning i Transformations-
menuen og klikker derefter forst pé start- og slutpunkt for vektor a og derefter pa vektor

b. Bagefter gentages forskydningen, men nu forskyder vi slutpunktet for vektor b.

For derefter at haegte vektor ¢ ienden pa den forskudte vektor b veelger vi igen paral-
lelforskydning fra Transformations-menuen, klikker forst pa startpunktet for vektor a
og pa slutpunktet for den forskudte vektor b og derefter pa vektor ¢ osv.

Til slut forbinder vi startpunktet for vektor a med slutpunktet for den sidst forskudte
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8: Vektorer og rumgeometri

vektor d og vi har konstrueret summen af de fire vektorer, dvs. a+b+c+d .

Tem Tem

S~

Tip

Man lagrer punkters
koordinater ved at
hejreklikke pa koor-
dinaten og valge
lagre i kontekstme-
nuen.

Det gar ret hurtigt, nir forst man har fiet det i fingrene. Sa kan man fx preve at konstrue-
re summen af de fem radialvektorer i en regulaer femkant.

P& samme méde kan man lege med de andre regneoperationer. Faktisk kan man med
fordel kombinere den grafiske fremstilling med en Note-side i en dynamisk interaktiv
illustration. Det er da illustrativt, at begraense koordinaterne til heltallige koordinater ved

hjeelp af et passende gitter. Her er det vist for summen af to vektorer. Her er vektoren a
’s koordinater lagret i variablene a; og a, og tilsvarende for de andre vektorers koordina-
ter.

/l
Aktivitet:
1 (S, 2) Traek i slutpunkterne for
]
]

YA

W NG

- -
x| vektor a og vektor b

Prov nu selv at fremstille interaktive illustrationer af nogle af de andre regneoperationer
for vektorer.

Til slut ser vi nu pa en typisk opgave med 2-dimensionale vektorer, som vi nu kan lgse
bade symbolsk og geometrisk:

Der er givet vektorerne

SHEERE

Bestem tallene s og 7 sa

—

s-a+t-b=c
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8: Vektorer og rumgeometri

Forst lgser vi opgaven i Note-varkstedet. Hvis vi bruger determinantreglen skal vi lige
huske at pakke liste-vektorerne ind i en krollet parentes, fordi determinanten er en ma-
trix-kommando

Farst defineres vektorerne ;, Eog 2
a={25} - {25} b:={-1,3} - {-1,3]
Sa opstilles ligningssystemet

e={1,4} - {1,4]

eq:=s-a+- b=c » {2 s—1=1,5 s+3 =4 |
eq2] - 5 513 -4
Derefter lgses det lineaere ligningssystem. Enten via
linSolve-kommandoen
. {1 ER|

lasuillg:=1i11Solve'l{Eq%ﬂ St TR J
\leq|2

eq[l} 2 5r=1

eller via determinantreglen
det({c,b}) 7 dt‘f({ }
e | L J AN
detl{ab)) ~ 11 detlfab))

3

11

)
.f_
)

7 3
De te tal er derfor givet ved s=— og t=—
11 11

[ |

Sa leser vi den geometrisk ved at afsaette vektorerne Zz, b og ciet koordinatsystem. Vi

skal da oplese vektoren cito komponenter, der er parallelle med henholdsvis vektor a

og vektor b.Vi trzekker derfor paralleller og opleser i forste omgang vektor ¢ som en

sum af to vektorer c1 og c2 , hvor ¢, er parallel med vektor a og ¢, er parallel med

vektor b .

€1
s=—=0 636363636
a

=Z 0272727272
b

8.05

Obs

Det er brugerens
ansvar selv at holde
styr pa fortegnene for

skalafaktorerne s og .

Hvis vektorerne er
ensrettede er skala-
faktoren positiv. Er
de derimod modsat-
rettede er skalafakto-
ren negativ.

Vi maéler altsa leengderne af de involverede vektorer og indskriver tekstboksene

Derefter udferer vi en beregning af tekstboksene ved at udpege de relevante laengder.

c c
a b

Denne gang finder vi kun tilneermede verdier, men i et Note-varksted kan de konverte-
res til eksakte vaerdier, da der tydeligvis er tale om periodiske decimalbreker med perio-

den 2.
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8: Vektorer og rumgeometri

exact(0.636363636,2) » —
11

-

exact(0.272727273,2) » —
11

Endelig bemarker vi, at den ovenstdende opgave sagtens kan lgses symbolsk i 3 dimen-
sioner efter ngjagtigt de samme principper. Prov fx selv krefter med

Der er givet vektorerne

N

|

p—
W N

Bestem tallene r, s og t s&
r-ats-b+t-c=d

Derimod kan vi ikke lose den geometrisk i TI-Nspire CAS fordi TI-Nspire CAS ikke for
tiden understotter 3-dimensional geometri. TI-Nspire CAS understotter dog 3-dimen-
sionale grafer, sa vi kan godt illustrere opgaver i 3-dimensionale vektorer med passende
grafer. Det vender vi os nu mod ©

Rumgeometri*

Vi skal nu se nermere péa hvad vi kan illustrere i 3d-graf-verkstedet. Vi abner derfor et
Graf-vaerksted og skifter til 3D-graftegning i Vis-menuen:

48 -

[} 1:Handlinger b

(O]

% 3:Grafindtastning/Redigér 4 2:Plangeometri
m 4Vindue/Zoom 4 3:3D-graftegning
:\E_'J 5.3por 4
)@t G:Undersag grafer 4 j_ 5:Skjul akser
El T:Tabel H| [EE 6 Gitter '
@L 8:Geometr ' % 7:Skjul indtastningslinje(Ctr+G)
+Tl Findstillinger .. ' LI? 8:Skjul aksernes slutvaerdier
9:Skjul oplysningstekster for objekter

Der abnes da for en 3-dimensional scene inde i en terningeformet boks. Kun den del af
tegneobjekterne, der ligger indenfor scenen vil blive vist. Resten vil blive klippet.

Scenen er tegnet i centralt perspektiv, dvs. bagenden af scenerummet fremstar mindre
end forenden af scenerummet.

Man kan slukke for scenen, ligesom man kan slukke for koordinatsystemet og for

signaturen, dvs. det lille ikoniske koordinatsystem, der viser orienteringen af det store
koordiantsystem. Fx kan man hgjreklikke i scenen og gé ind og veelge vis/skjul-menuen:
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8: Vektorer og rumgeometri

1:5eneste 4

T:5kjul felt

3:Roter (1) 2:5kjul akser
4:Automatisk rotation (a) | 3:Skjul tegnforklaring

5:0mrade/zoom ' | 4:vis indtastningslinje
6:5let alt S:Skjul slutvaardier for boks
7:Baggrundsfarve ... I'

Endelig skal man legge merke til at man kan dreje scenen til siden eller op og ned ved
at treekke med musen. Det 3-dimensionale scenerum er altsa fuldt interaktivt.

Det er pa denne scene, vi nu skal tegne punkter, linjer planer osv.

Punkter og kugler

Der er to forskellige graftyper: Funktioner af 2 variable og parameterfremstillinger.

H zr (x,y)=|\ ‘El

xpl  (tu =| |
O w1 tw-
pl  (tu=

Vi skal isaer bruge parameterfremstillinger. I princippet kunne vi nu tegne et punkt ved
simpelthen at indtaste koordinaterne i xp1, ypl og zpl. Men man kan faktisk ikke se
punktet ©. Det er for tyndt og skal ferst fedes op. Vi tegner derfor i stedet for et punkt
som en lille kugle. Vi starter med at se pd hvordan man tegner en enhedskugle i rummet.
Vi splitter da koordinatsattet i en vandret del og en lodret del

{x, ¥, 2} =1{x,5,0} +{0,0, 2}
Akvatorcirklen i x-y-planen er da givet ved

{cos(?),sin(t),0} 0<r<2mw
Tilsvarende er hovedmeridianen i z-x-planen givet ved

{sin(u),0,cos(#)} O<u<m
Saddanne parameterfremstillinger kan indskrives direkte i indtastningslinjen i 3d-
grafrummet, sé vi kan fa tegnet ekvatorcirklen og hovedmeridianen

xpl  tu = cos(:t)
O w1 ww= sin(z)
] (tu = | o
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8: Vektorer og rumgeometri

xp2 )= sin(y)
O w2 tw=0
02 (tu)= ‘ cos(u)

Man kan maske undre sig over hvordan TI-Nspire CAS kan vide at akvatorcirklen skal
tegnes som en hel cirkel, mens hovedmeridianen skal tegnes som en halvcirkel. Men

klikker vi pa parameter-ikonet = ser du netop disse valg:

3D-plotparametre LéJ ]
tmin = m '
tmax = [2*m I
umin = [0.0 I
Umax = l'IT |
|E| | Annuller |

b |

Som standard er parameteren ¢ altsa valgt til at fungere som en akvatorvinkel, mens
parameteren u er valgt til at fungere som en polvinkel. Men for andre geometriske
objekter ma vi selvfolgelig gé ind og rette parameterintervallerne til, hvad der nu métte
passe under disse omtandigheder.

Vi kombinerer nu de to parameterfremstillinger for &kvatorcirklen og hovedmeridianen
til en enkelt samlet parameterfremstilling for enhedskuglen

sin(u) - {cos(t),sin(¢), 0} + cos(u)-{0,0,1} = {sin(u) - cos(t),sin(u) - sin(z), cos(u) }
0<r<2n, 0<u<m

Vi kan derfor tegne en enhedskugle ved at indskrive denne parameterfremstilling direkte
1 indtastningslinjen

wpl tu= Sin(u) cos(:t)
[ w? = sinfu) sinf)
zpl  (tu = |cos(u)‘

Det forer straks til tegning af en enhedskugle
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Det er imidlertid ikke en hensigtsmassig made at handtere geometriske objekter pa, da
alle rettelser sa skal foregé inde i indtastningslinjen for 3d-graf-rummet. I stedet opretter
vi en definition pa en Note-side og referer til den pé indtastningslinjen:

kugle:={ sinl[_y]- cosl[_r],sinl[_y]- sinl[_f],cosl[_y]} » 4 coslt) sinlu),sinl¢) sin(u),cos(u) |

xpl  (tu= kugle[l}
ypl (tui= kugle[ﬂ

zpl  tuw = |kugle[3 |

Vi er nu meget tet pa at kunne tegne punkter. Det kan da betale sig at indfere en generel
punkt-kommando:

kugle:={ sinl[_y]- cos{_ﬂ,sin{y]- sinl[_f],cosl[_y)} » § cosle)- sinlw),sinle) sinlu),cos(u) }

pmlkt{:?ﬁz‘,?'adms]:=st1‘+?'ac1’r'ys- kugle = Udfers
Det anbefales at starte en hver ny opgave i rumgeometri med disse to linjer!

Hvis vi fx vil have tegnet punktet P =(2,3,4) skriver vi da blot

p={234} {234}

ptp:=punkt(p,0 25) » {0 25 cosls) sin(u)+2,0 25 sinle) sinlw)+2,0 25- coslu)+4 |
Derefter indskrives parameterfremstillingen

w2 = |pepl1] |
w2 u = ppl2]

2 tw - pip(3]

Lag marke til at punktet kan farvelaegges ved at klikke pa det, og at gitteret kan slas fra
ved at hegjreklikke og veelge attributter. Sa fremstar farven klarere.

|

3|

3|

30

[(213) Kun overflade
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Obs

1 3d-Graf-vearkstedet
hedder det ikke vin-
duesindstillinger,
men omradeindstil-
linger, men de findes
pé sedvanlig vis fx
ved at hejreklikke i
grafvinduet.

8: Vektorer og rumgeometri

Sé& nu kan vi tegne sével punkter som kugler ©. Vi kan da fx bruge det til at lege med

kuglens parameterfremstilling. Vi opretter da et 3d-grafrum med en enhedskugle men

skifter omrédeindstillinger til
—-1.25<x<1.25,

-1.25<y<1.25, -125<z<1.25

u-oplesning

(den maksimale VISNINGSVARDI anvendt til
enheden er 50}

Aktuel veerdi: 25

Skriv en vaerdi for at ndre

Vi indferer nu to skydere for henholdsvis lengdegraden t og breddegraden u_ med
parameterintervallerne 0 <¢ <27 henholdsvis 0 <u <7 og endelig afbilder vi

punktet |
pi={sinfu_)- cos(t_).sin(u_) sin(t_).cos(u_) § + ]| sin(1)- cos(1), (sin(1)) z,cos( 1)
ptp =punkt{p,0.125)

» 1 0.125 cos(¢) sinfu)+sin(1) cos(1),0.125 sinle)- sin(z:]l+{5111(1))‘),0. 125- cos(r:]l+cos(1)}

Naér vi traekker i ¢ -skyderen bevager punktet sig da vandret rundt langs en breddegrad,
og ndr vi tilsvarende treekker i u_-skyderen bevager punkter sig lodret op og ned langs
en leengdegrad.
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8: Vektorer og rumgeometri

Linjer, linjestykker og halvlinjer

En linje gennem to punkter A og B er givet ved parameterfremstillingen

A+t-AB=A+t-(B-A)=(1—1)-A+t-B, —co<t<oo

Laeg marke til, at summen af koefficienterne til A og B netop er 1. Det kaldes en konveks
kombination. Det har den fordel, at den er uathengig af valget af Origo, dvs. konvekse

kombinationer giver mening i en Euklidisk plan. Satter vi fx =1 fés fx midtpunktet

pé linjestykket AB, mens begyndelsespunktet A svarer til # =0 og enhedspunktet B sva-
rertil £ =1.

Parameterfremstillingen kan skrives direkte ind, bortset fra at parameterintervallet selv-
folgelig ikke kan reekke fra —oo til oo. I praksis er det typisk nok, at sette parameterin-
tervallet til —10<¢<10.

Tilsvarende er linjestykket fra A til B givet ved
(I-1)-A+t-B, 0<r<1

Og endelig er halvlinjen med toppunkt i A som gdr gennem B givet ved
(1-2)-A+t-B, 0<t<oo

Skal vi fx tegne linjen gennem punkterne A =(1,2,3) og B =(2,—1,-2) ser det derfor
séledes ud (husk at rette parameterintervallet til at gé fra —10 til 10!)

kugle:={ sinl[:y)- cos{f},sin{y)- sinl[:r),cos{:y) } * : coslz)- sinlw),sinls)- sinlw),coslu) I

pmlkt{pfﬂ‘,?'adms):=st1‘+?'aa"r'ys- kugle = Udfers

58]
58]
o

xp3 (tu= ||ah[1]

¥p3  tu= ab[2]
zp3  (tu) = ah[ﬂ

Linjefarve

=)
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8: Vektorer og rumgeometri

Laeg merke til at vi ikke kan fange linjen ved at klikke pa den. Skal vi skifte farve pa
linjen skal vi derfor fange den i indtastningslinjen, hvor vi kan hgjreklikke og vaelge
farve-menuen som vist.

Lag ogsa maerke til, at vi ikke kan navngive objekter inde i 3d-Graf-rummet. I stedet
kan vi tilfeje en smal Note-bjalke og vise farvekodernes betydning der ©

A=01,23)
B=(2-1-2)
5|

Vektorer

Det er desverre ikke helt nemt at tegne vektorer korrekt. Det er pilespidsen der volder
problemer, da den skal tegnes som en lille kegle. I stedet kan man tegne en fattigmands-
vektor som en knappendl, dvs. som et begyndelsespunkt og et linjestykke. Nalens hoved
er da vektorens begyndelsespunkt, som man kan gribe fat i, mens man kan stikke med
linjestykket.

En vektor AB tegnes altsd som punktet A efterfulgt af linjestykket AB. Det er selvsagt
ikke lige sé flot som en rigtig vektor, men kan godt give en god fornemmelse for hvor-
dan vektoren ligger i rummet.

Planer, parallelogrammer og halvplaner

En plan gennem tre punkter A, B og C er givet ved parameterfremstillingen

A+t-(B-A)+u-(C-A)=(1-t-u)-A+t-B+u-C,
—co < f<oo, —oo< Y < oo

Laeg merke til, at summen af koefficienterne til A, B og C netop er 1. Det kaldes en kon-
veks kombination. Det har den fordel, at den er uathangig af valget af Origo, dvs. kon-

vekse kombinationer giver mening i en Euklidisk plan. Satter vi fx t =1,u =1 fis
tyngdepunktet for trekanten ABC, mens begyndelsespunktet A svarer til  =0,u =0 og
enhedspunkterne B og C svarer til ¢ =1,u =0 henholdsvis t =0,u =1.

Parameterfremstillingen kan skrives direkte ind, bortset fra at parameterintervallet selv-
folgelig ikke kan reekke fra —oo til oo . I praksis er det typisk nok at satte parameterin-
tervallet til at ga fra —10 til 10.

Tilsvarende er parallelogrammet udspeendt af linjestykkerne AB 0g AC givet ved
(I-t—u)-A+t-B+u-C, 0<r<1, 0<5u<l

Og endelig er halvplanen med kant langs AB som gdr gennem C givet ved
(I-t—u)-A+t-B+u-C, —oo<t<oo, 0<u<oo
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Skal vi fx tegne planen gennem punkterne A= (1,2,3), B=(2,—-1,-2) og
C =(-2,3,1) ser det derfor saledes ud

kugle:={ sin{:y)- cos{:r),sin{:y}- sin{:f},cos{:y}} * : coslz)- sinlw),sinls)- sinlu),coslu) I

pmlkt{::nfﬂ‘,?'adms):=st1‘+?'aa"r'ys- kugle = Udiere

e={-231} {231}

1 cosli] sinly sinlf)- sinlw cosly
ptHM(&_] * { () sin) , sin) sinfu) , cosf J+3}
2 2 2 2
1 cosli] sinly sinlf)- sinlw cosly
pth:=pu11kt(h,—] { (©) sin )+2, (0 sinf )—1, ( )—z}
2 2 2 2
1 cosli] sinly sinlf)- sinlw cosly
ptc:=pu11kt(c,—] *{ '{4]' ( )—2, '{a}' ( ]I+3, ( ]I+1}
2 2 2 2
ahc:={:1—r—y)- a+i b+u-c : 3on+l-3 25 -2 w4l I
z A=(1223
L B=(2-1-2)
T AC=(-231
ABC

Illustration af en vektoropgave

Nu, da vi har de mest fundamentale geometriske objekter pa plads, kan vi preve at illu-
strere den forste af de to vektoropgaver, som vi tidligere har lost analytisk.

I et koordinatsystem i rummet er der givet 3 vektorer

1 2 -1
a=|2|, b=|-1]|, c=
3 2 3

a) Bestem et gradtal for vinklen mellem a og b.

b) Bestem koordinatszttet til projektionen af a pa c.
c¢) Bestem tallene s og 7, sdledes at vektoren

d=a+s-b+t-c

stér vinkelret pa bade b og c, og angiv koordinaterne for d .

173



8: Vektorer og rumgeometri

Vi starter da med at tegne punktet O og vektorerne a , b og ¢ (husk at rette parameter-
intervallerne til for linjestykkerne OA, OB og OC):

w1 - [prof1] |
ypl  tuw= ptu[ZJ

zpl  (tuy = ptn[B]

xp2  (tu)= ua[l]
yp2  tu = ua[2]

p2  tu) = na[SJ

3D plotparametre == [

i [

tmin= 0

tmax = ﬂ J
umin= 0
umax = [3.141593 [ ]

[~oKk—| |- Annuller

kugle::{sin{u)' cos{t),sin{u)' sin{t),cos{u) } - : coslt)- sinlu) sinl¢)- sin(u),cosl) J'

a=-(1,23)
punki(pkt radius):=pkt+radius- kugle » Udfort b= 2-1,2)
0:={0,00] - 10,00} a:={1,23} - {123} b={2-1,2} - {21,2] i-123)
e={-123} - {-1,23] -

pto: —pullkt

MELEANEEEVIMER e
'616161 6161 61 | 7777 7777 |
{cos(r' smtu' sinl)- sin(u) coslu) l

4
a:=(1-1)- otrra » {1,243 1) ob:=(1-1) otr-b » {21

1,2 f

131 _ P
7

Bemaerkning: Vi traekker pa den analytiske leisnng, nar vi fx indskriver

koordinaterne til vektoren ;

oc:=(1-1) o+t c * {*r.l-r.j-r} aac=(1-1)- a+r ac {

For at kunne vurdere storrelsen af vinklen mellem vektorerne a og b har vi drejet sce-

nen, sé vi s vidt muligt kigger vinkelret ind péa vektorerne. Det ses at vinklen er klart
storre end 45°, men en pracis opmaling er ikke mulig.

Vi kan illustrere projektionen af vektor a pa vektor ¢ ved at tilfoje den vinkelrette fra

a’s endepunkt pa vektor c.

=(1-t) a+t ac » [ 1-2 2t 3_:’_1

Igen har vi drejet scenen, s& den rette vinkel fremstar tydeligere.
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8: Vektorer og rumgeometri

Endelig skal vi have illustreret vektoren d , der er valgt sd den star vinkelret pa bade b

og ¢. Vi kan da med fordel tilfoje krydsproduktet n=bxc. Krydsproduktet bliver for
langt til at det kan vises indenfor scenen, men det er jo kun retningen vi for alvor er inte-

resserede i, sa det gor ikke sd meget ©. Vi ved da at vektoren d skal pege i retning af

vektoren n.

Skifter vi nu parameteren s ud med parameteren u, sa vil D netop ligge i planen ud-
spendt af A, E = A+B og F = A+C. Vi tegner derfor dels punktet D (dvs. slutpunktet for

vektoren d ), dels planen AEF.

11:=c1‘ossPl[_h,c] * : -7,-8,2 I un:=|[_1—r]- o+in* : SR R R T | I
I Y
1 cos\f) sinly) 49 sinlf) sinly) 56 coslu) 21
pid =punkt|{d, —| * [ M+—J v () —_ ( ]I__
4l | 4 61 4 617 4 61

aef=a+y b+ic *+ : S L+l 2 w423 M2+l I

a=(1,23 a=(123)
B=(2-1,2) B=(2-1,2)
c=(-123) e=(-1,23)
n=(-7,-83) n=(-7,-83)
d=(49/61, d=(49/61,
56/61,-21/61) 56/61,-21/61)

Man er da nedt til at dreje scenen passende for at kunne se at punktet D faktisk ligger i

planen, ligesom det ligger i forleengelse af krydsproduktet n=bxc . Detkan ogsa betale
sig at gore planen mere gennemsigtig/transparent. Det er den tredje attribut, vi i sa fald
skal skrue op for. Her er transparensen sat til 75.

i

W
3|

21

TS

L™
Gennemsigtighed
Aktuel vaerdi: 75
Skriv en vaerdi for at &ndre
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8: Vektorer og rumgeometri
Appendix: Vektorer som datastrukturer*

Koordinater til vektorer

Hvis man skal trekke en koordinat ud fra en liste-vektor sker det helt simpelt. Fx
uf2] > 2

Her leses symbolet u[2] som andenkoordinaten til u. Leeg merke til, at man treekker
koordinater ud ved hjlp af kantede parenteser.

Hvis man tilsvarende vil treekke koordinater ud af reekke-vektorer eller sgjle-vektorer
bliver det mere indviklet. Vi minder om at en tabel (matrix) ikke er andet end en liste af
lister. En liste af data er en en-dimensional datastruktur (ligesom en tallinje), mens en
liste af lister af data udger en to-dimensional datastruktur (ligesom et koordinatsystem).
TI-Nspire CAS omdanner automatisk listen af lister til en tabel, fx

SIEEIAERIATIEY

der omformes til

1 2] [1 2
t=l2 4" |2 4
5 6| |5 6

hvor de tre lister inde i listen skrives op under hinanden.

Tip Pa samme made er rekke-vektorer og sejle-vektorer reelt lister af lister, dvs. 2-dimensio-
Transponeringstegnet  pale datastrukturer. Hvis vi starter med en liste-vektor kan den derfor omdannes til en
findes i tegn- raekke-vektor ved at satte en krollet parentes uden om, fx

oversigten i venstre i a2l fqaal
sidepanel u { 12,3 } 11,235

mediE @ B — =11

T u}

- . < <« » » . deromformes til

gowi s g g w={123} {123}

A

el { I £ d

v:={u} . [1 2 3]

Hyvis vi starter med en liste-vektor kan den tilsvarende omdannes til en sgjlevektor ved at
seette en krollet parentes inden i, hvilket er lidt mere kompliceret ©

w-{ {1} {2}.031]

Derved omformes udtrykket til

w:={{1},{2}4{3}} ’

[ I o B

I praksis bruger man derfor transponeringskommandoen

we({u}) |

L D

Hvad er sé pointen? Jo raekke-vektorer og sgjle-vektorer er i virkeligheden 2-dimensionale
datastrukturer og det gor det kompliceret at traekke koordinaterne ud. Hvis vi fx skal traek-
ke en koordinat ud af en rekke-vektor skal vi huske p4, at en reekke-vektor i virkeligheden
er en tabel/matrix med én reekke og tre sejler
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8: Vektorer og rumgeometri

< 19[les
to <& gofles
v <= gl

—
[ —

Rxekke 1l —>

Onsker vi fx at treekke anden-koordinaten ud af en reekke-vektor ser det derfor séledes ud
vi=[1 2 3]»[1 2 2]
v[1,2]» 2

Laeg merke til, at det forste tal angiver rekke-nummeret, det andet sgjle-nummeret (raekke
kommer for sgjle, ligesom bogstavet r kommer for bogstavet s).

Hyvis vi tilsvarende skal traekke en koordinat ud af en sgjle-vektor skal vi huske pé at en
sojle-vektor i virkeligheden er en tabel/matrix med tre reekker og én sojle

w2
ASH
o
Rekke 1l —> 1
Rekke2 —> 2
Rakke3 —> 3

Onsker vi fx at trekke anden-koordinaten ud af en sgjle-vektor ser det derfor séledes ud

w = .

(X o

L I A

w(2,1] » 2
Laeg igen merke til, at det forste tal angiver reekke-nummeret, det andet sgjle-nummeret.

Handtering af matrix-kommandoer for liste-vektorer

Er der slet ingen ulemper med liste-vektorer? Jo, men der er ikke mange, s laenge man
bliver indenfor geometrien. Den vigtigste mangel, er at der ikke findes en liste-kommando
til udregning af leengden af en vektor.

Indenfor den lineere algebra kan man imidlertid bruge norm-kommandoen, der ogsé vir-
ker pa matricer fx

1 2
norm|fs 4 F 91

L= €]

J12+2:’3+32+42+52+62 » 91
Den virker selvfolgelig ogsé pé reekke-vektorer og sojle-vektorer, men den virker ikke pa
liste-vektorer

normn {{ 1,23 }] ¥ Fejl: Ugyldig datatype
hvor den som vist udlgser en fejlmeddelelse. Man er derfor nedt til forst at pakke liste-
vektoren ind i en matrix med en krellet parentes, for norm-kommandoen virker:
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8: Vektorer og rumgeometri

w={123}r{122}

norml[_{ u }] . E

Pa samme made er det nemt at udregne determinanten ved at pakke vektorerne ind i en
krollet parentes:

a={12}b={34}det({ab}) > -2
Det er til gengeeld ret sé krollet, hvis det drejer sig om raekke-vektorer eller sgjlevektorer,
hvor man er nedt til at stette sig til den sdkaldte augment-kommando, fx

c:=[1]:d:=[3]:detl{:augmentl[_c,d]:}l . -2
2 4

Endnu varre ser det ud for 3-dimensionale vektorer:

1 1 4 4 7 7
a= 2 L3 2 b: 5 L3 5 L:: 8 L3 8
3 3 s] 6 9 9

det{augment augment(ajb)p)) 0

Konvertering af vektortyperne

Hvis man ensker at konvertere en vektor fra en type til en anden er det i gvrigt forholdsvis
nemt, som vist i det folgende skema:

Sejle-vektor
Raekke-vektor 1

vi=[1 2 3] w2
3

Liste-vektor

Konvertering af de
w=1123}

tre vektortyper

Liste-vektor
w=1122}

v:={u}*[l 2 3]

1l
e,
=
[—
R

1

*

[ I o B

Rakke-vektor w =matPrlis t{v)

B
v=[1 2 3] » {123} A

L R

Sgjle-vektor
1 uw =matMlist{w)
1
J

. ]
"1 1._.,3
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Obs

Lag mearke til, at i
differentialligninger
skrives differential-
kvotienten med
symbolet '. Differenti-
alligninger er det
eneste sted i TI-
Nspire CAS, hvor den
afledede markeres
med '.

Tip

Det specielle kursive-
rede c, der benyttes til
konstanter i differen-
tialligninger findes

under Tegn
o F x *?
I VI
QO A B T

Differentialligninger

Ved hjelp af en reekke eksempler viser vi, hvordan man kan lgse differentialligninger ved
hjeelp af Ti-nSpireCAS.

Der vises bade symbolske og grafiske lasningsmetoder.

1. ordens differentialligninger

Statisk lgsning af differentialligninger

Smakager bages ved 225°. Nér de tages ud af ovnen, stilles de til afkeling i et 20° varmt
rum. Med y(7) betegnes smékagernes temperatur til tiden ¢.

I en model (Newtons afkelingslov) regner man med, at den hastighed y’(z) , hvormed
temperaturen endrer sig, er bestemt ved differentialligningen:

y'=—k-(y-20),
hvor k er en positiv konstant.

Efter at smékagerne har vaeret ude af ovnen i 1,0 minut, er deres temperatur 150°.

Lgs differentialligningen, og bestem konstanten k.

Til symbolsk lesning af differentialligninger benyttes kommandoen deSolve. Syntaksen
for desolve er

deSolve(differentialligning, uafhengig variabel, afhengig variabel)

deSolve{y'rk- {y—ggl fJ,-} > y=cl- oK ting

Forst har vi ladet vi nSpireCAS lose differentialligningen generelt. Derved optrader der
en arbitreer (vilkérlig) konstant €7 i lasningen. Derefter er begyndelsesbetingelsen indsat.
Nu bestemmer nSpireCAS sa €1 til at vaere 205.

I begge tilfeelde mangler vi at fa bestemt veerdien af tallet k. Det haenger sammen med, at
vi endnu ikke har brugt oplysningen y(1,0)=150.

Vi indsetter derfor =1,0 og y=150 i den uferdige losning y=205-¢™" +225:

deSolve(y'=-k (y-20) and 3(0)=225,¢3) » y=205 e " {120

solvely=205- e f+20,;c]|r=1. and y=150 *» =-0.45547¢

y=205- ™ {+20Ji=-0.455476 » =205 (0.634146) +20

Hermed har vi fundet lgsningen (den partikulere lgsning) til det givne differential-
ligningsproblem. Lesningen kan skrives pa to méader

y=205-¢"""+225 eller y=205-0,634" +225,

hvor y er temperaturen af smakagerne til tiden # minutter, efter at de kom ud af ovnen.
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9: Differentialligninger

Los differentialligningen y"=2x-e™", hvor det er givet, at y(0)=1.

]

deSolve[}"=2-x- e and }'{_D]=1,x,}a'] r eV —e=x

solve(ey—e=x2,}:) r }'=111(;-:3+E::|

Som det ses ovenfor, laser deSolve-rutinen ikke differentialligningen til bunds, men giver
i stedet det implicitte svar ¢’ —e = x*. Den eksplicitte losning y =In(x’ +e¢) findes si ved
efterfolgende at bruge solve pé det fremkomne implicitte svar.

I dette tilfeelde er losningen defineret for alle reelle tal x, men som vi skal se i det folgende
eksempel, er der en grund til, at deSolve-rutinen er sa forsigtig.

Det er den samme differentialligning, vi nu ser pa, men begyndelsesbetingelsen er endret.
Los differentialligningen y"=2x-e™, hvor det er givet, at y(4)=1.

Vi gér frem pa samme made som ovenfor og finder denne gang

deSolve[}"=2-x- e al1d}a'l[_4]=1,x,y] . e)"—e=;-;3—1t:’:-

—_—

solve(ey—e=x2—16,}:) *}'=111L-:3+£'—1t:':-::| and ;-c<--.f lé—e 01'}'=111(;c‘}+£'—16::| and ;-c>-.‘|' lé—e

Vi far altsd lgsningen y =In(x” +e—16), men TI-nSpireCAS foreslér to forskellige defini-

tionsintervaller, enten x<—/16—¢ , dvs. x<-3,64 eller x>./16—¢ ,dvs. x>3,64.
Da x-vaerdien 4 skal ligge i definitionsintervallet, bliver lgsningen

y=In(x’+e-16), x>./16—¢ .

TI-nSpireCAS klarer ogsa visse ikke-separable differentialligninger, men en gang imellem
ma programmet give op.

deSolvel(y'=x+yxy) » y=c7 e*—x-1

desolvely=xiy 2 xp) » yimesn?

Bemark, at der i det sidste tilfeelde ikke kommer nogen fejlmeddelelse. Programmet giver
bare den givne differentialligning uandret tilbage igen. Man kan faktisk vise, at losningen
til denne differentialligning slet ikke kan udtrykkes ved hjelp af standardfunktioner, s&
TI-Nspire CAS er lovligt undskyldt ©

Lesningsformlerne til sdvel separable differentialligninger som line@re differentialignin-
ger er indbygget i TI-Nspire CAS som man kan se pa det folgende skaermklip

deSolvel{yEgl[_x]- h{}]x}a] . J ﬁ d }»'=_[g(;-c) dx+c8

deSolvel[}"fﬂ_Jc}+g|[_Jc}'}a‘,x,}e':}l R },=e_[§(;-:,'| dx ﬁe'jg(}cﬂ dx -ﬂl;-:,'l]ld:-:+£'-[gt{’ll dx 9
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9: Differentialligninger

Interaktiv lgsning af 1. ordens differentialligninger*

I det foregaende har vi lost differentialligningerne enkelt og effektivt med brug af
deSolve- og Solve-kommandoerne, idet vi undervejs i opgaven har kopieret de relevante
udtryk og indsat dem i de efterfolgende beregninger, graftegninger osv. Men en sddan
losningsprocedure haenger ikke sammen interaktivt: Hvis der fx er en skrivefejl i den
oprindelige differentialligning skal vi ind og gentage hele lgsningsproceduren, da
kopiering og indscetning ikke opdateres, nér vi retter fejlen. Det samme er tilfaeldet hvis vi
ensker at genbruge en lgsningsprocedure i anden sammenheng: Hele losningsproceduren
skal gentages, i1 stedet for blot at rette differentialligningen til og lade resten opdatere af
sig selv.

Meget kan altsé vindes ved at konstruere lgsningsproceduren interaktivt, men det er ogsé
teknisk mere udfordrende.Dertil kommer der et specielt problem med lgsningfunktionen:
Forskriften oplyses som et algebraisk udtryk og man skal vaere forsigtig, nar dette udtryk
konverteres til en egentlig funktion.

Los differentialligningen y"=2x-e™”, hvor det er givet, at y(0)=1.
Tegn grafen for lesningsfunktionen til differentialligningen.

Farst lgses differentialigningen (hvor den 1349 [y
uafhaengige variabel kaldes x_ (alternativt x)
for at undga sammenblanding af de
forskellige roller for x i programmet):

sol: =deSolve[}"=2- x_- e and }'I[_O}I= l,x_,y}

' 2
ret-e=y © - ]

Sdisoleres v T =l
. | o “"'\io‘ﬂ{ // y=tlx)
isulel‘:=1'ight|{_solvel{_sul,y)_} - 111(;-;_‘+e_:| inea

Wi skifter nu tilbage til variablen x i forskriften: |10 1 10
ﬂ_x):=isulerpc_=x » Udfert

Kantrol: flx) » 111(;-;3+e:] f(2) » n(e+4)

gsningsiunlctionen har altsa forskriften
(X

Grafen tegnes nu pa saedvanlig vis.

"13.49

Det meste af fremgangsmaden fremgar direkte af teksten. Men i konklusionen har vi brugt

to matematikbokse, en for og en for . Den sidste har vi sé efterfolgende

udregnet ved at taste ENTER, skifte farve til sort og efterfolgende valgt Skjul input under
Attributter:

r N
Attributter for matematikfelt (Aktuel) &J

Input og output:

Indszet symbal: \/is input og output

Skjul input
Cifre i display: Skjul output
Vinkel: |[Ngen beregning

Omslut udiryk:

[#] Vis advarselsindikator

[~oK~| |-Annutler
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9: Differentialligninger

2. ordens differentialligninger

Vi ser pa differentialligningen y” =-9y . Dobbelt-merket fas ved blot at taste enkelt-
merket to gange. I gvrigt er syntaksen den samme som for 1.ordens ligninger.

deSolve kan uden videre handtere to former for begyndelsesbetingelser:

- losning gennem et givet linjeelement (x,, y,, yl')
- losning gennem to givne punkter (x,, y,) og (x,, y,).

Obs . Generel lesning:
Husk, at vinkel-
indstillingen skal deSolve(y"=-9- y.x,1) » ¥=c3 cos(2 x)+cd sin(2- x)

veere radian.
La@sning gennem linjeelementet (0,2,3):

deSolve(y'=-9- yand p(0)=2 and 3(0)=2,xp) » y=2 cos(2 x)+sin(2- x)

Lasning gennem punkterne (0,1) og (/2,3

. L .
deSolve{y"rg-}' and }'{0)=1 and y'(£’=2,x,y
|2

» y=cos|3 x)-2 sin(2 x)

NB! Folgende virker ikke:

L@sning gennem et punkt og med given hzeldning i et andet punkt:
deSolva(y'=-9- yand 1(0)=2 and 3(1)=2,x3) * Fejl: Argumentizjl
Lasning med given haeldning i to punkter:

deSolve{y”rg-y and '(0)=2 and y'l{l}=3,x,y} + Fejl: Argumentfejl

Opgaver som de to sidste i rammen ovenfor kan lgses ved en kombination af deSolve og
solve. Vi viser, hvordan den sidste kan loses.

Tip

Jfp med p for prime
(dvs. maerke) er TI- ; . _ . 2 sin(3 x)
Nipire CAS foretruk- deSolveI[y =-9-yandy I[O)=2,x,y}l » y=c5 cos(3- x)+

ne betegnelse for den

Wi bruger farst deSolve med den ene haeldning indsat:

2
-

afledede funktion! Derefter gemmes l@sningen under navnet f(x):
2-sinl 3 x
x| =c5 cos|i x|+t———m—ouou» ri
1) =c5- cos(z- )+ 23 g
Tip Denne funktion differentieres:

Det specielle kursive-
rede ¢, der benyttes til
konstanter i differen-
tialligninger findes )
under Tegn v(1)=3,

hvorefter €5 bestemmes:

fp (x): =i{f{x} ) v Udfort

Herefter indssttes den anden heldning:

o F x ? solvelfp(1)=2,e5) » c5=-11.763
~ ~ R 25l (2.
3Py @ Alts er lesningen y=—11.763- cos(3- x)+ in(2 ) .
]
QO A B T
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9: Differentialligninger
Grafisk lgsning af differentialligninger

Vi vender tilbage til differentialligningen y”= x+ y, som vi har lest symbolsk (side 2 i

dette kapitel). Grafisk losning af differentialligninger foregar naturligt nok i et Graf-vin-
due, hvor der skal skiftes indstilling:

Ty ey T

i

-‘ I% “1:Handlinger » =
- 2:Vis v

= * 3:Grafindtastning/Redigér » 3{,& 1:Funktion
m 4VinduelZoom 4 %—2 Ligning v

A=
r_\_, 5:5por 4 -A:‘- 3:Parameterfremstilling

Mel a:Underseg grafer *| e «Poter igning
" 7-Tabel ’ _L.s Punktplot
@ 8:Geometri 4 IE_' &:Liste fra formel v

+Tl 9Indstillinger v

- 7:Differentialligninger

-10 1

il

Derefter indtastes differentialligningen og begyndelsesbetingelsen. Bemaerk, at de
athaengige variable som standard hedder y1, y2 osv. Men disse navne kan naturligvis
udskiftes efter behov. Undgé dog x og y som betegnelser for aftheengige variable ©.

Indtastningslinjen ser nu séledes ud, idet de tomme felter til venstre er benyttet til at
indtaste begyndelsesbetingelsen (1,0).

y1 '=| K+l |
d1: 24
Gaylar (1 .0 T2

Nér vi derefter trykker pa Enter, sker der en hel masse:

™
\ '-_‘-.-_
.-H.W-
M,
.,
.-h-h'h
p—
™,
NEE & A2
., - X
10 e 10
| 76.72 S
Tip Pa figuren ses en stribe linjeelementer (standard er 14 i hver vandret raekke), som antyder

Man kan traekke i
begyndelsespunktet
for at se hvordan,

en lesningskurves mulige forleb. Svarende til begyndelsesbetingelsen (1,0) (der er frem-
havet som en sarlig fed prik) itererer programmet sig ved Eulers metode frem langs

losningskurven af- linjeleelementer, hvorved de rede punkter fremkommer.
hanger af begyndel-
sesvaerdien. Man kan godt indtaste flere forskellige begyndelsesbetingelser. Klik pa det granne 2.

Figuren pa naste side viser 3 losninger.
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9: Differentialligninger
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Efter at man har lost differentialligningerne grafisk, har man adgang til lesningerne opfat-
tet som funktioner, s de kan tegnes i et normalt grafvindue.

Navnene hentes i variabel-registret :‘ og ses i1 gvrigt pa nedenstéende figur, hvor grafer-
ne er vist i praecis samme storrelsesforhold som ovenfor, men selvfelgelig kommer linje-

elementerne ikke med her. Det gor de kun, hvis man skifter til seedvanlige funktioner i
differentialligningsvinduet ©

st y0t) =

fia 2:de1 y1_02

fial 3:de1 y1_03
fial 4:11
fia 5:12
fia 6:13

fia 7:y1p

/fl [x)=del.y1_01(x)

-10

\ f3(x)=del.y1_03(x)
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Obs
Parameterindstillin-
gerne gaelder for
alle differentiallig-
ningsvinduer inden-
for den samme
opgave.

Obs

Det samlede antal
lgsningspunkter
plotinterval/plottrin
ma ikke overstige
2500. Hvis fx x-inter-
vallet gér fra 0 til
1000 skal Plottrin
s&ttes op til fx 1.

9: Differentialligninger

Vi vender tilbage til indtastningslinjen fra for.

y1
(o, Ta)

—> =
) e =

I =| v+ ]

d1:

(1 .0

Ved klik pa de tre prikker - wverst til hgjre pé indtastningslinjen abnes der en starre
dialogboks for differentialligningsvinduets parametre.

De viste standardindstillinger egner sig Differentialligning

udmaerket til de flestel.ordens differen-
tialligninger, men kan selvfolgelig
@ndres efter behov.

Forklaring pa nogle af punkterne: Felt
Iterationer mellem plottrin: Styrer hvor
preecis den grafiske lgsning skal veere.
Felt: heldning svarer til, at der er tegnet
linjeelementer. ye=

Plot-start: I-1O -

Lasningsmetode IE
Iterationer mellem plottrin I1 -
Ih&ldming =
Akser

Ne—

Plot-start og Plot-slut svarer til

vinduesgranserne pé x-aksen. potesut 10 <] M

Plottrin: Angiver x-tilvaksten for o lor <]

lgsningspunkterne. =
Feltoplgsning: |14 -

Feltoplosning: Tallet 14 er antallet af
linje-elementer, der tegnes i hver
vandret raekke pé figuren.

Retningsfelt i x=

[~oK-| [~annulier|

Koblede differentialligninger

Ved to koblede differentialligninger er der to afhengige variable y1 og y2. Koblingen
bestar i, at hver af de to differentialligninger indeholder begge y-variable.

Vi ser pa et eksempel med to forbundne kar.

Der stremmer saltvand ind
1, mellem og ud af to kar.
60 L-beholderen
indeholder til at begynde
med 700 gram salt.

40 L-beholderen
indeholder til at begynde
med 425 gram salt.

Ved siden af pilene ses
stromningshastigheden,
malt i L/min.

For de to tillab ses ogsa
saltkoncentrationen malt i
gram/L.

2L pr. min
/ 2%
L

40L

6L pr. min

y1(0)= 700 gram v2(0)=425 gram

5L pr. min

Vi vil nu beskrive udviklingen af saltindholdet i de to kar.
Til tidspunktet ¢ indeholder de henholdsvis y1 og y2 gram salt.
Vi ser forst pa 60 L beholderen:

60 L beholderen tilfores 3 L/min med koncentrationen 7 g/L, dvs. 21 g salt pr. minut
udefra. Desuden stremmer der 6 L/min ud til den anden beholder med koncentrationen

é)—(l) g/L , dvs. 6-2)—(1) =0,10-yl gram salt pr. minut.
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Obs

Husk at parameter-
indstillingerne gael-
der for alle diffe-
rentialligningsvin-
duer indenfor den
samme opgave. Det
er derfor afgerende
at du i det mindste
starter pa en ny
opgave.

Tip

Runge-Kutta32 er en
adaptiv Runge-Kutta
metode til losning af
differentialligninger,
hvor man leser den
med en tredje-ordens
og en anden-ordens
metode samtidig.
Steplaengden tilpas-
ses, sa forskellen
mellem de to losnin-
ger holdes under
fejltolerancen. Run-
ge-Kutta32 er derfor
langt mere preecis end
Euler med fast step-
leengde.

9: Differentialligninger
Endelig stremmer der 3 L/min ind fra den anden beholder med koncentrationen i;—(z) g/L,
y2 .
dvs. 3 0 =0,075-y2 gram salt pr. minut.

Alt i alt fas differentialligningen for den 60 L-beholderen: yl’=21-0,10- yl1+0,075- y2.
P4 tilsvarende méde fés for 40 L-beholderen: y2'=44+0,10- y1-0,2-y2.

Saltmeangderne y1 og y2 i de to beholdere kan altsa beskrives ved folgende lineaere
ligningssystem af koblede differentialligninger:

yl'=21-0,10- y1+0,075- y2
y2'=44+0,10-y1-0,2-y2

Vi skal abne Graf-varkstedet til differentialligninger som vist tidligere i dette kapitel. Nar
man skal lgse et sddant system grafisk, skal man gere sig klart, at der i virkeligheden er tre
variable pa spil. Den uafhengige variabel, som kaldes x eller ¢, og de to afheengige vari-
able y1 og y2. I koordinatsystem tegner vi et sakaldt fasediagram, der viser y1 pa forste-
aksen og y2 pa andenaksen. Nér vi skal velge vinduet, er det dog nedvendigt at overveje
alle tre variable.

De sedvanlige vinduesgraenser pa figuren for x og y bestemmes af yl og y2, men vi skal
ogsa tage stilling til vaerdien af Plot-start og Plot-slut, som svarer til det tidsinterval, vi
vil betragte.

Vi viser forst, hvordan de to differentialligninger indtastes, inkl. begyndelsesbetingelser.

y1 '-{21-0.1 y1+0.075 2
Gioylal (0 . 700 A%

d1:

I hejre ende af indtastningslinjen &bner vi para-
meterdialogboksen med de tre prikker -
Menuen, der &bner sig, ses til hgjre.

Som Lasningsmetode valges Runge-Kutta.

Fejltolerancen angiver hvor pracis vi gnsker at
fastlegge losningen.

Ved Felt velges denne gang Retning.

y1 og y2 anbringes pa x- og y-aksen.

Som tidsinterval,dvs. Plot-start og Plot-slut
veelges fra 0 til 100.

Vi lader Plottrin sta pa 0.1 svarende til 1000
lesningspunkter, hvilket er under det maksimalt
tilladte antal pa 2500.

Feltoplosning settes op til fx 25.

y2 T-[44+0.10 37-0.2 32

. 425 )R

d2:
(Xay2a): (0

Differentialligning

Lesningsmetode II:\“ung.pe—lv<uttal =

Fejltolerance: [0.001 -

Felt IF\‘.etning =

AkserlBrugerdefineret -
|

Ne— Iy‘l -
y—ly2 ~ |
Plot-start: IO =
Plot-slut: [100 -
Plottrin: 0.1 -
Feltoplesning:
Retningsfelt i x= Ioiv'

[~ok| |annutier|

Valg af Vinduesgraenser for y1 og y2 sker forst pé selve grafen. Det viser sig at veere
hensigtsmaessigt at veelge 550 til 750 som x-granser (dvs. yl-granser) og 300 til 600 som
y-greenser (dvs. y2-grenser). Vi skifter ogsa aksebetegnelserne ud, sé der stér yl og y2 pa

akserne.

Losningen ses pd neste side.
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Tip

Hvis du vil se hvor-
dan lgsningspunktet
beveager sig langs
losningskurven kan
du spore lgsningen
(hold hejre piletast
nede for at folge
sporet).

Tip

Den hurtigste made at
tilfeje vandrette og
lodrette linjer til et
Graf-vindue er at
indskrive ligningerne
i tekstbokse, og der-
nast traekke tekstbok-
sen ind pa en af ak-
serne.

9: Differentialligninger
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Pa figuren ser vi begyndelsespunktet (700, 425) svarende til, at saltindholdet i 60 L-
beholderen er 700 gram og i 40 L-beholderen er 425 gram til at begynde med. Man kan
ogsa se pa de stroboskopiske prikker (afsat med lige store tidsrum) at lesningpunktet be-
vaeger sig ret hurtigt til at begynde med for sa at ga i std, nar lesningskurven naermer sig
slutpunktet /ligevegtspunktet.

Slutpunktet pa grafen er (600, 520), som svarer til, at saltindholdet i de to beholdere stabi-
liserer sig pa 600 gram og 520 gram. De sidste vaerdier er losningerne til ligningssystemet

y1'=21-0,10- y14+0,075- y2
y2'=44+0,10-y1-0,2-y2 ~
hvor der pé venstre side i begge ligninger indsattes 0.

At saltindholdet i de to beholdere stabiliserer sig, kan ogsa ses ved at tegne yl og y2 som
funktion af x i et seedvanligt grafvindue.

750 | ¥

Der er adgang fil lesningerne v1 og ¥2
i variabelregistret.

=600 £1(x)=del.y1_01(x)

f2(x)=de1.y2_01(x)

-10 10 100
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9: Differentialligninger

Lotka-Volterra's rovdyr-byttedyr model

En beromt eksempel pa koblede differentialligninger er rovdyr-byttedyr modellen, hvor
y1 = antal kaniner (byttedyr) og y2 = antal raeve (rovdyr).

Modellen kan fx se saledes ud:
y1'=0,08- y1—-0,0003- y1- y2
y2'=0,0002- yl-y2—0,07y2

Koefficienternes betydning:

0,08: kaninernes vakstrate (uden rave)

0,0003: kaninernes dadsrate (med raeve) = reevenes succesrate
0,0002: revenes vakstrate (med byttedyr)

0,07: raevenes dadsrate (uden byttedyr).

Med begyndelsesbetingelser 800 kaniner og 75 raeve fas nedenstdende grafiske lgsning.

) | 1 e N
1000 ﬂy2-=Rceve" e e T T o o o e o e e e e e N N
o ¥ e
A A i e e A YT Y v v Y
| [¥
N v | .
. \|" A R o S S
¥ ¥ "
) ‘|, ks ks L . La R
¥ ¥ SN
) T ks ks r . r b
¥ ¥ SN
. v T ks T T 1
A | Y T \'r \\'- \'r
N v ]T N,
) | \|, L
LA
| I L R S
M i' | | N N .."p- S S
T T | A A A4 A4 4
| A
[ l' A X A A 7
v |
7100 > ¥ ¥ 7 7
i I — .
—L AN - —» — — yl=Kaniner
T--150“_ f > > —» — — 1500,
~-150 it — 3 3 3 =3 3
¥y |l

Udviklingen gar mod uret pa denne graf. Begyndelsespunktet (800, 75) er markeret. Man
ser, hvordan den voksende kaninbestand efterhanden forer til en voksende raevebestand,
hvorved kaninbestanden falder. Men s falder ra&evebestanden, og kaninbestanden vokser
igen osv.

2. ordens differentialligninger

Udsvinget u 1 et bestemt fjedrende system med gnidning eller luftmodstand kan beskrives
ved differentialligningen

u”’+0,125u"+u=0
med begyndelsesbetingelserne u(0)=2 og u' (0)=0.

En sadan ligning kan lases med deSolve. Vi vil nu se, hvordan den loses grafisk.

Det gores ved et lille trick, hvor differentialligningen omskrives til et system af to koblede
differentialligninger ved at saette y1=u og y2 = u".

yI'=y2
y2'=-y1-0,125-y2
med begyndelsesbetingelserne y1(0) = 2 og y2(0) = 0.
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9: Differentialligninger

Lesningen til de koblede differentialligninger med Runge-Kutta-metoden ses pa nedensta-

ende diagram over (i, u' ) = (y1, y2), hvor tiden x lgber fra 0 til 100. Man ser, hvordan
svingningerne efterhdnden der ud.
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P4 nedenstiende figur ses grafen for lgsnings-funktionen u fundet ved hjelp af deSolve.

deSoIve{.y'#D_ 125 w'+u=0 and y{.0)=2 and y'{.0)=0,x,y.}l
»u=2.-(0929412)" cos(0.998045 x)+0.125245 (0.929413 ) sin(0 998045 x)

Dertil kommer den numerisk grafiske lgsning af differentialligningen overlejret den ek-
sakte lasning, s man kan se hvor godt de passer sammen.

f1(x)=2. (0.939)* cos(0.998: x)+0 125 (0.939)* sin(0.998 x)

LD A o

U\/ VA T £2(x)=de1.y1_01(x) 100

T
=
19
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Tip

Et faserumsplot
oprettes ved at satte
parametrene Metode
til Runge Kutta og
Felt til Retning. Ende-
lig sattes Plot-Start
og Plot-Slut til start-
og slutveerdi for tiden.

9: Differentialligninger

Dynamisk og interaktiv grafisk lgsning af koblede differentialligninger*

Som vi har set involverer koblede differentialligninger hele tre variable, en uathengig
variabel x og to afhengige variable y1 og y2. Det kan gere det lidt svaerere at gennemskue
de forskellige sammenhange. Man kan da kaste lys over betydningen af den grafiske
losning ved at oprette fire Graf-vinduer, der haenger indbyrdes sammen og dertil indfore
en skyder for tiden x, s man kan treekke i skyderen og se den tidslige udvikling pa de tre

grafer (x,yl), (x,y2) og (y1,y2) samtidigt.

Vi bruger igen Lotka-Volterras rovdyr-byttedyr model som eksempel:

1"=0.08- y1—0.0003- yI- y2 y1(0)=800

y, y yl-y2 yl(0) . 0<x<100
y2'=0.0002- yl-y2—-0.07y2 y2(0)=75

Vi starter med at splitte i fire vinduer og opretter forst faserumsplottet i everste venstre
hjerne. Derefter tilpasses det hgjre graf-vindue foroven til den samme lodrette akse som i
faserumsplottet, mens den vandrette akse er tidsaksen. Tilsvarende tilpasses det venstre
graf-vindue forneden til den samme vandrette akse som i faserumsplottet, mens den lod-
rette akse er tidsaksen (leg marke til, at der er byttet om pa den vathangige og athaengige
variabel i dette diagram!). Endelig har vi konstrueret en skyder for tiden i et geometri-
vindue i nederste hgjre vindue. Skydervariablen hedder tid.

1000 ! y2=Receve

AR A A B
P A

e
vl

L A A A A S

y=del.y2 01(x)
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7 7 7 7 A

5 P O A .
50F >—>—>—>—>—>—>—>—>—>(-.80-0,-73->)—> _yI=Kanjner; 50 (0,75) tid,
50 50, > v e e s s s s s 51500010 |2 100
. A ¥ > > = > > = —> = —> —> —> —h — —> — —>
100 1 rid _—
o x=del.yl 01(y)
e
(/
[
]
| tid
| (1
hd 1

— yI=Kaniner,

-150 150

1500

(806.0)

For at tegne (x,y2)-grafen i gverste hgjre vindue kunne vi bare indtaste forskriften pa
seedvanlig vis. Men vi kunne ogsé oprette en tekstboks |y = del.y2 Ol(x)| og traekke

den ind pa en koordinatakse.

For at tegne (y1,x)-grafen i nederste venstre vindue er vi nedt til at bruge tekstboksmeto-
den, da der er byttet om pa den uafhengige variabel og den athaengie variabel. Denne

gang traekker vi derfor tekstboksen [x =del.yl 01( y)| ind pa en koordinatakse.
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9: Differentialligninger

S4 skal vi bare have afsat lasningspunkterne herende til tidsparameteren ind pa graferne.

Vi starter i gverste hgjre vindue: Her afsattes et punkt pa grafen og forstekoordinaten
kaedes til variablen tid. Derefter afsattes en vandret linje ved hjelp af tekstboksen

| y=del.y2 01(tid )| , der traekkes ind pa en koordinatakse.

Vi fortsetter i nederste venstre vindue: Her afsattes et punkt pa grafen og andenkoordina-
ten kaedes til variablen tid. Derefter afsattes en lodret linje ved hjelp af tekstboksen

|x =del.yl 0l(tid )| , der treekkes ind pa en koordinatakse.

Endelig skrives de samme to tekstbokse ind i det gverste venstre vindue (faserumsplottet)
og de traekkes ind pa en koordinatakse. Skeringspunktet mellem den vandrette og lodrette

linje er da netop lesningspunktet i faserumsplottet.

- RﬂpeL e ,r=dt.3.1-_‘."i_61.(.ﬁ&)

g ———— S e e e ey (1000 T v2=Reeve

i

7 N
7 FBRRRN del.y2_01(tid) - | A (30.8,614)

y=del.y2 01(tid)

N N N NN AN
agis) F O N Sy
e N Y N N N N N NN N NN Y
Sas A
¥ s- ..L_<.'."r\ AN L
NN SR\ y=del.y2_01(x)
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> > > > > > > > > 4(—80—0 :—75;)4> _yI=Kaniner| 50 (0,75) tid
1 g — TV (] 2 100
\ |7 > > —» —> > 3 = = >~ —> —> 3 —> > —> —> —> —]
100 1 tid _—
/, x=del.yl 01(y)
r=del.yl_01(tid)
[
\I tid =308
\ : " ,
\ (97.8,30.8) :
~_
>
5 _— vI=Kaniner
-150 |50 (800,0) 1500

Trekker vi nu i skyderen for tid ser vi de sammenherende losningspunkter bevaege sig
rundt pa de tre grafer, der viser ssmmenhangene mellem de tre variable.

Vi har dermed fremstillet en sdvel dynamisk som interaktiv illustration af lgsningskur-
verne herende til de koblede differentialligninger.
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